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INTRODUÇÃO 


Um polinômio é uma expressão algébrica composta por uma soma formal 
que envolve potênacias positivas de um símbolo x (ou outro símbolo 
qualquer) acompanhado de coeficientes em um conjunto específico. Este 
pode ser o conjunto de números reais ou complexos, por exemplo, entre 
outros. 


Devido à natureza da sua estrutura, é muito simples operar com polinô- 
mios e eles são extensivamente utilizados em diversas áreas da Matemá- 
tica, assim como as funções polinomiais e as equações algébricas. 


Determinar raízes de polinômios, ou “resolver equações algébricas", cons- 
tituem um dos problemas mais antigos da matemática. Alguns polinô- 
mios, tais como f(x) = x? + 1, não possuem raízes dentro do conjunto 
dos números reais. Se, no entanto, o conjunto de candidatos possíveis for 
expandido ao conjunto dos números complexos, então, todo polinômio 


(não-constante) possui pelo menos uma raiz (Teorema Fundamental da 
Algebra). 


Formulas concretas para a determinacäo de raizes de polinömios de grau 
até 4 sao conhecidas desde o século XVI, mas em 1824, N. Abel provou 
que não pode haver uma fórmula geral (envolvendo apenas as operações 
aritméticas e radicais) para a determinacäo de raizes de polinömios de 
grau igual ou superior a 5 em termos de seus coeficientes. Este resultado 
marcou o inicio da Teoria de Galois, que explica em detalhes porque é 
possível resolver equações de grau 4 ou menores da forma descrita acima 
e porque suas soluções assumem as formas que têm. 


No presente texto apresentamos os principais töpicos sobre polinömios 
em linguagem acessivel a alunos a partir do segundo ano de graduacäo e 
demonstramos resultados bäsicos que säo importantes em diversos ramos 
da Matematica. Varios destes resultados säo precedidos e seguidos de 
exemplos com o objetivo de ilustrar as ideias utilizadas nas suas demons- 
trações. Além dos problemas propostos, há um significativo número de 
problemas resolvidos. 


Na Aula 1, introduziremos o conceito de corpo, o qual é uma estrutura 
algébrica essencial para o bom entendimento dos resultados posteriores 
sobre o conjunto dos polinômios, dando exemplos. 


A definição formal de polinômio será dada no Capítulo 2, no qual tam- 
bém apresentaremos o conceito de função polinomial e destacaremos a 


diferenca entre esses conceitos através de exemplos. Veremos como somar 
e multiplicar polinömios e daremos a definicäo de grau. 


Na Aula 3, vamos demonstrar o Lema de Euclides para polinömios com 
coeficientes em um corpo. Este lema garante a existéncia do resto e do 
quociente da divisáo de um polinömio por outro näo-nulo em qualquer 
situacäo. Apresentaremos, tambem, os resultados elementares sobre di- 
visibilidade no conjunto dos polinömios. 


As propriedades bäsicas dos divisores e mültiplos comuns de polinömios 
säo provadas na Aula 4, na qual definiremos mäximo divisor comum 
(MDC) e mínimo múltiplo comum (MMC) de dois polinömios, acom- 
panhados dos resultados que garantem a existencia e unicidade destes 
polinömios. 


A Aula 5 € destinada ao estudo das raizes de um polinömio, relacionando 
este conceito ao de divisibilidade. Apresentaremos o conceito de raizes 
mültiplas e introduziremos a nocäo de derivada formal de um polinömio 
para exibir um teste para verificacäo da multiplicicidade de uma raiz. Ao 
final, provaremos um resultado sobre as raizes racionais de polinömios 
com coeficientes inteiros. 


A redutibilidade de polinómios será estudada na Aula 6 e relacionaremos 
este conceito a existéncia ou nao de raízes, quando trabalhamos com 
polinömios de grau 2 ou 3. Provaremos um resultado sobre as raizes 
complexas de um polinömios com coeficientes reais. 


Na Aula 7, apresentaremos o Teorema Fundamental da Algebra (sem de- 
monstracäo) e veremos as principais consequéncias deste teorema, como 
a classificacäo de polinömios irredutiveis com coeficientes reais. Além 
disso, estudaremos as soluções de equações polinomiais de grau no mä- 
ximo 4. 


Na Aula 8, veremos como a noção de polinômio irredutível sobre um corpo 
é análoga a noção de número primo no conjunto dos inteiros. Provaremos 
os teoremas que garantem a existência e a unicidade da fatoração de 
um polinômio em um produto de polinômios irredutíveis (e mônicos) e 
daremos alguns exemplos de como é importante destacar o corpo sobre 
o qual a fatoração é realizada. 


Nas referências no fim deste texto destacamos alguns livros que contêm 
resultados à respeito de polinômios e que podem servir como bibliogra- 
fia complementar para os estudantes. Também destacamos a página da 
internet onde foram consultadas as informações históricas sobre os ma- 
temáticos citados no texto. 


NOTA DO EDITOR 


A Universidade Federal de Minas Gerais atua em diversos projetos de Educação 
a Distância, que incluem atividades de ensino, pesquisa e extensão. Dentre elas, 
destacam-se as ações vinculadas ao Centro de Apoio à Educação a Distância 
(CAED), que iniciou suas atividades em 2003, credenciando a UFMG junto ao 
Ministério da Educação para a oferta de cursos a distância. 


O CAED-UFMG (Centro de Apoio à Educação a Distância da Universidade Federal 
de Minas Gerais), Unidade Administrativa da Pró-Reitoria de Graduação, tem 
por objetivo administrar, coordenar e assessorar o desenvolvimento de cursos 
de graduação, de pós-graduação e de extensão na modalidade a distância, 
desenvolver estudos e pesquisas sobre educação a distância, promover a 
articulação da UFMG com os polos de apoio presencial, como também produzir 
e editar livros acadêmicos e/ou didáticos, impressos e digitais, bem como a 
produção de outros materiais pedagógicos sobre EAD. 


Em 2007, diante do objetivo de formação inicial de professores em serviço, foi 
criado o Programa Pró-Licenciatura com a criação dos cursos de graduação a 
distância e, em 2008, com a necessidade de expansão da educação superior 
pública, foi criado pelo Ministério da Educação o Sistema Universidade Aberta 
do Brasil - UAB. A UFMG integrou-se a esses programas, visando apoiar a 
formação de professores em Minas Gerais, além de desenvolver um ensino 
superior de qualidade em municípios brasileiros desprovidos de instituições de 
ensino superior. 


Atualmente, a UFMG oferece, através do Pró-licenciatura e da UAB, cinco 
cursos de graduação, quatro cursos de pós-graduação lato sensu, sete cursos de 
aperfeiçoamento e um de atualização. 


Como um passo importante e decisivo, o CAED-UFMG decidiu, neste ano de 
2011, criar a Editora CAED-UFMG como forma de potencializar a produção do 
material didático a ser disponibilizado para os cursos em funcionamento. 


O primeiro desafio foi a publicação dos Livros da coleção Educação a Distância, 
série Biologia. Agradecemos aos autores e à equipe de produção pela 
competência e dedicação que garantiram, com certeza, o nível de excelência 
desta obra apresentada à comunidade acadêmica. 


Fernando Selmar Rocha Fidalgo 
Editor 


AULA1: CORPOS 


Objetivos: 


Vamos introduzir a noção de uma estrutura algébrica muito importante: 
corpo. Esta estrutura é fundamental para um bom entendimento do con- 
junto dos polinömios, nosso objeto principal nas demais aulas neste texto. 


Observe que no conjunto dos nümeros inteiros: 
Z= p =D e y 


podemos somar e multiplicar dois elementos, produzindo novos elementos 
que ainda são inteiros, ou seja, 


abeZ => a+beZ e abeZ. 


Porém, temos uma restricáo: quando temos um inteiro náo-nulo a, po- 
demos considerar o elemento inverso: 


tal que a-a~' = 1 mas a”! pode não ser um inteiro. Como um exemplo, 


1 
a=2€Z masa! => ¢Z. 


Problema 1.1 Seja a € Z, a #0. Se existe um elemento b € Z tal que 
ab = 1, então, o que podemos afirmar sobre o número a? 


Solução: Observe que se ab = 1, então, a e b são dois números inteiros 
cujo produto é igual a 1. Mas deste modo, devemos ter 


a=1 e b=1 
ou 
a= + e b= -1. 
Concluímos que a = 1 ou a = —1. 


1 


Desta forma, quando consideramos o número a”! = — temos a-a !=1 
a 


e, conforme vimos acima, o número a”! é um inteiro apenas quando a é 
iguala 1 ou -1. 
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Por outro lado, ao considerar o conjunto dos números racionais: 
a 
a=-{5 |a, bEZ, bol 


4 . a a ; 
vemos que, para qualquer número racional não-nulo x = —, o número 


b 
aa 1 


x '=—=- é racional e g - 17! = 1. Por este motivo, além dos outros 


Do . 
descritos na definicäo abaixo, Q é um corpo, enquanto Z nao é. 
Definição 1.2 Um conjunto náo-vazio F é um corpo se temos definidas 


uma adição e uma multiplicação que satisfazem, para quaisquer elementos 
a,b,c E F: 


> Propriedades da adição: 
(i) Associativa: (a+b)+c=a+(b+c); 


(ii) Comutativa: a +b =b + a; 


(iii) Eriste um elemento neutro: que será denotado por 0 e é tal que 
a+0=a; 


(iv) Existem inversos aditivos: o inverso aditivo dea é x € F tal que 
a+x=0 (x é denotado por —a, ou seja, —a € F e a+ (—a) = 0). 


> Propriedades da multiplicação: 
(v) Associativa: (a -b)-c =a- (b-c); 
(vi) Comutativa: a -b= b- a; 


(vii) Eriste um elemento neutro: que será denotado por 1 e é tal que 
l-a = a; 


(viii) Existem inversos multiplicativos: o inverso multiplicativo de a 4 0 
1 

éy E F tal quea-y = 1 (y é denotado pora = —, ou seja, a™t = = € F 
a a 

engel) 

(ix) Distributiva com relação a adição: a-(b+c)=a-b+a-c. 


Exemplo 1.3 Conforme observamos, no conjunto de números inteiros 
Z temos definidas: 


e uma adição que satisfaz todas as condições (i) — (iv) e 


e uma multiplicação que satisfaz as condições (v) — (vii), e também a 
condição (ix), mas não satisfaz a condição (viii) da definição acima, 


1 
porque, por exemplo, 2 € Z, mas 3 É Z. 
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Logo, Z nao é um corpo. 


Por outro lado, ja comentamos que no conjunto Q dos nümeros racionais 
temos definidas uma adição que satisfaz todas as condições (1) — (iv) e 
uma multiplicação satisfazendo todas as condições (v) — (ix). 


Também o conjunto R dos números reais tem adição e multiplicação defi- 
nidas que satisfazem as condições (i)— (ix). De fato, sea E R é não-nulo 


então a~' = ER. 
a 


Portanto, Q e R são exemplos de corpos. 
Problema 1.4 Qual seria um outro exemplo de corpo? 


Solução: Outro exemplo de corpo é o conjunto dos números complexos: 


C=(a+bi|a,bER), ondei? = —1. 


Os números complexos apareceram no século XVI na procura de procedi- 
mentos gerais para resolução de equações algébricas de terceiro e quarto 
grau (você pode ver o conceito de equação algébrica no Capítulo 7). 


O termo número imaginário foi criado por René Descartes em 1637 no 
seu livro La Geometrie para designar os números complexos em geral 
(embora hoje se refiram àqueles em que a = 0) e tinham esse nome 
por um motivo inicialmente pejorativo: na época, acreditava-se que tais 
números não existissem. 


De fato, no século XVII os números complexos eram usados timidamente 
para facilitar alguns cálculos, sem muita credibilidade. 


No século XVIII, os números complexos começaram a ser mais usados 
quando foi descoberta a conexão entre estes números e vários resultados 
sobre o conjunto dos números reais que estavam dispersos no ambiente 
matemático. Contudo, o significado destes números ainda não estava 
completamente explicado. 


Historicamente, os números complexos só foram bem compreendidos no 
início do século XIX. 


Agora vamos ver porque o conjunto C dos números complexos é um 
corpo. Para isto, definimos uma adição e uma multiplicação de números 
complexos 2 = a+ bi e z= c+ di, fazendo: 
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zı +22 = (a+c)+(b+d)i e 2-2 = (ac—bd)+ (ad + bei. (1.1) 


A adição claramente satisfaz todas as condições (i)— (iv) e a multiplicação 
satisfaz as condições (v) — (vii). Também não é difícil provar que a 
condição (ix) da Definição 1.2 é verdadeira. Agora, para provar que 
a condição (viii) também vale, devemos mostrar que para um número 
complexo não-nulo z = a + bi (ou seja, a 4 0 ou b Æ 0) temos 27! € C. 


De fato, 
a_ A _ a— bi o ab a 2 b ; 
* =z atb (atbifa-b) (a+b) (245) (a2+b2) 
e como b 
a 
== R — R 
wae). = = WA 


temos que - é um numero complexo. 

O conjugado de um complexo z = a + bi é definido como 
Z=a-— bi, 

e vemos que o produto de um complexo por seu conjugado é 


z-Z=(at+bi)(a— bi) =a? + b. (1.2) 


Desta forma, até agora temos como exemplos de corpos: 


Q » números racionais; IR +» números reais; C +» números complexos. 


Problema 1.5 Notamos que os exemplos de corpos dados até agora são 
todos conjuntos infinitos (Q,R ou C). A pergunta é: existem corpos 
finitos? 


Solução: A resposta é sim e vamos dar exemplos. Para isto, considera- 
mos p um número primo. 


Conforme já sabemos, dado um inteiro a, os possíveis restos na sua divi- 


são por p são: 
odds p=], 
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ou seja, ao dividir a por p temos 
a=pq+r, onde greZ e0<r<p. 


Agora, se b é um outro número inteiro tal que b = pk +r com k € Z, 
entáo a e b deixam o mesmo resto na divisáo por p (que é igual a r). Mas 
assim, 

a—=b=pq+r=pk-—r= píq-k) 


e portanto, a — b é um múltiplo de p, ou seja, p divide a — b (notacäo 
usual: p | a — b). 


Reciprocamente, se dois inteiros a e b sáo tais que: 
a=pq+"r,, com O<rı<p 


b=pk+ra, com 0<r2<p 


e além disso, p divide a — b, então a — b = pc para algum c € Z. Deste 
modo, 


n-n=a-pg-b+pk=ple-g+k) 
o que quer dizer que |r; — r2| é um múltiplo de p. Mas 
Iri = ra| < [rn] =r, <p 


e assim, para poder ser um múltiplo de p, |r; — r2| deve ser 0. Com isso, 
Ti = Ta. 


Acabamos de mostrar o seguinte: 
a e b deixam o mesmo resto na divisão por p <+ p|a-— b. 
Assim, dado um número inteiro qualquer a, escrevendo 
[a], = conjunto dos inteiros que deixam mesmo resto que a na divisão por p, 


vamos ter 
[aly =p $ p |a- b. 


Agora, como o resto na divisão por p é único, podemos dividir o conjunto 
dos números inteiros em subconjuntos associados aos números 0, 1,2,--- , p— 
1 da seguinte maneira: 


[r], = conjunto dos inteiros que deixam resto r na divisão por p, 0 <r < p, 


e temos os conjuntos disjuntos {0],,[1],,--- , [p — 1),, ditos classes dos 
restos módulo p. 
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Exemplo 1.6 Para p = 3 temos os conjuntos [0]3, [1]z e |2]3, onde no 
primeiro conjunto estão todos os múltiplos de 3, no segundo estão todos 
os inteiros que deixam resto 1 na divisão por 3 e no terceiro estão todos 
os inteiros que deixam resto 2 na divisão por 3. 


Note que os três conjuntos [0]3, [1]3 e [2]3 são suficientes para representar 
todos os números inteiros, pois se a € Z, então: 


[als = [0]3, se o resto da divisão de a por 3 for 0 


[als = [1]3, se o resto da divisão de a por 3 for 1 


[als = [2]3, se o resto da divisão de a por 3 for 2 


por exemplo: 


[12] = [27]3 = [0]3, [91]; = [7]3 = [1]s, [83 = [56]; = [2]s. 


Consideramos entáo, o conjunto de todas as classes dos restos módulo p: 


Ly = {[0]p > [1], E [p = Hp). 
e definimos uma adição e uma multiplicação de classes: 
[a], + [b]p = [a +b]p e [a], - [b]p = lab], (1.3) 


Exemplo 1.7 Para p = 5, em Zs = {[0]s, [1]5, [2]5, [3]5, [4]3} temos: 


(15 + [4]5 = [5]5 = [0]5, [As + [4]; = [8]5 = [3]5, 
[3]; - [45 = [12]; = [2]5, [4] - [2]5 = [8]5 = [3]5 


As operações definidas em (1.3) satisfazem os itens (i) — (viii) da Defi- 


nição 1.2, no qual [0], é o elemento neutro da adição e [1], é o elemento 
neutro da multiplicação. 


Além disso, quando tomamos [r], € Zp, com [r], # [0], temos que r < p 
e portanto, como p é primo, o único divisor comum de r e p deve ser 
igual a 1, ou seja, o máximo divisor comum entre eles é 1: 


mde(r,p) = 1. 


Mas entáo, usando o que conhecemos sobre o máximo divisor comum, 
temos que 


existem inteiros x e y tais que re + py = 1. 


FUNDAMENTOS DE ÁLGEBRA II 


Logo, rx = p(—y) + 1, o que quer dizer que o resto da divisão de rx por 
p é igual a 1 e assim, 


[re], = [1]p, ou seja, [r]p[z]p = [1], 


e isto mostra que o inverso multiplicativo de [r], existe, garantindo que 
o item (ix) da Definicäo 1.2 também é verdadeiro. 


Concluímos que Z, = ([0]p , [1], ,--- ,[p — 1],) é um corpo com p ele- 


mentos. Portanto, existe um corpo finito para cada primo p. 


Exemplo 1.8 Os inversos multiplicativos dos elementos náo-nulos em 
Zs são: 


> inverso de [1]; é [1]; (isto sempre é verdade: o inverso de [1], sempre 


é Up.) 
> inverso de [2]; é [3]5, pois [2]; - [3]5 = [6]; = [1]5. 


> inverso de [3]; é [2]5, pois [3]; - [2]5 = [1]s. 


> inverso de [4]; é [4]5, pois [4]; - [4], = [16]5 = [1]5. 


Daqui pra frente, quando usarmos a palavra corpo estaremos nos refe- 
rindo a 


Q, R, C ou Zp, para p um primo. 
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Exercicios da Aula 1 


(1) Mostre que as operacöes de adicäo e multiplicacäo de números com- 
plexos dadas em (1.1) realmente satisfazem as condicöes da Definicäo 
1.2. 


(2) Determine o inverso multiplicativo de 5 — 3i em C e escreva-o na 
forma a+ bi, com a,b € R. 


(3) Sejam z,--- , Zn números complexos. Mostre que 


ar Fen = At H Za; 


(b) a. m = As Zn 


(c) A = Z1- 


(d) R= 2% Sz ER. 


(4) Mostre que as operações de adição e multiplicação de classes de restos 
módulo p dadas em (1.3) realmente satisfazem as condições da Definição 
1.2. 


(5) Faça os resultados de adição e multiplicação dos elementos em Zr. 


(6) Encontre os inversos multiplicativos de todos os elementos não-nulos 
de Zn. 


(7) Considere m > 1 um número natural não primo. Repita a construção 
feita para o conjunto da classes dos restos, agora para o número m, 
formando assim o conjunto 


Zm = Omo [mo [m — Um} 
com as mesmas operações dadas em (1.3). 


Por exemplo, em Ze temos [3], + [As = [3 + 46 = [7]e = [1]6, ou seja, 
sempre considerando os restos na divisão por 6. A pergunta é Zm é um 
corpo? 


(8) Se p é um primo, mostre que o inverso de [p — 1], em Z, é [p — 1]. 


FUNDAMENTOS DE ÁLGEBRA II 
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Polinömios 


AULA2: POLINOMIOS 


Objetivos: 


Vamos agora introduzir a noção de polinômio, destacando as principais 
propriedades do conjunto F|x] dos polinômios sobre um corpo F. 


Problema 2.1 O que é um polinômio? 


Solução: Existem diversas maneiras de definir um polinômio. Para 
nossos propósitos, vamos nos ater a uma delas. Na verdade, o conceito 
de polinômio é geralmente confundido com o de função polinomial. 


Por exemplo, se olharmos para a expressão 
Ha) =34+20+1, (2.1) 


a primeira coisa em que pensamos é que x é uma variável que pode 
assumir valores (reais, por exemplo) e assim, vamos encontrando outros 
valores. De fato, 


para x=2 temos f(2)=2?+2-2+1=9, 
para x= V3 temos f(v3) = (V3)? +2-V3+1=4+2V3. 


Neste caso, estamos vendo f(x) como uma funcäo polinomial (a definicäo 
formal será dada mais a frente). 


Mas o que queremos é simplesmente olhar para f(x) como uma soma for- 
mal, ou seja, uma soma de elementos que envolvem poténcias (positivas) 
de x, com coeficientes em um corpo F, sem nos preocuparmos com os 
valores obtidos. Desta forma, estaremos trabalhando com um polinómio 
na variável x. 


Definicäo 2.2 Seja F um corpo. Um polinómio na variável x com coe- 
ficientes em F é uma expressão da forma: 
n 
To) = o” +--+ +00 


onde An,*+* ,@1,a9 são elementos do corpo Fen € N. A variável x é 
um símbolo formal e os elementos an,:-- ,41,4y € F são os coeficientes 
do polinômio f(x). 
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O conjunto de todos os polinômios na variável x com coeficientes em 
um corpo F é denotado por Fz], isto é, quando escrevemos f(x) = 
dy 1" +--+ + a,x + ao e dizemos que f(x) € F [x], estamos dizendo que 
GQn,°** ,@1, 49 E F. 


Exemplo 2.3 (i) O polinômio f(x) = 52° — 3x + 7 tem coeficientes 
racionais a3 = 5, dg = 0, a1 = —3 e ay = 7, ou seja, f(x) € Qa]. 
(ii) O polinômio g(x) = (2+1)1*—41?—2ix+5 tem coeficientes complexos 


a4 =2 +1, a3 = 0, ag = —4, ay = —2i e ag = 5, ou seja, g(x) € Cie. 


Observacäo 2.4 No exemplo anterior também podemos dizer que 


f(z) = 5x? — 3x +7 € R[x] ou que f(x) € Clx] 


pois Q CRCC, mas note que 


g(x) = (2 + i)x! — 4x? — 2ix + 5 É Ria]. 


Também podemos escrever f(x) € Zlx], pois os coeficientes são todos 
números inteiros. Vamos usar estas considerações em algumas situações, 
quando necessário. 


Note que um polinômio f(x) = anx” +- --+ ax +a € F|x] para o qual 


Qn =: =a, =0 


é um polinömio da forma 

f(x) = ao 
e este é chamado polinômio constante. Por exemplo, f(x) = 5 é um 
polinômio constante em QÍz]. 


Quando todos os coeficientes são nulos, ou seja, se também temos ay = 0, 
entáo f(x) =0 e este é chamado polinómio nulo. 


Neste sentido, podemos considerar F C Flx], já que podemos identificar 
um elemento de F' como um polinómio constante. 


Um polinômio f(x) € Fl[x] fica completamente determinado pelos seus 


coeficientes, conforme informa a definicáo abaixo. 


Definição 2.5 Dois polinômios f(x) = anx” +--+ + a,x + ao e g(x) = 
bmx” +- --+bixz +bo em F|x] são iguais se, e somente se, m =n e todos 
os coeficientes correspondentes sao iguais, isto é, 


ao = bo, a1 = by, =D 


Exemplo 2.6 Sabendo que os polinômios f(x) = ax? + (a+b)x? + (b— 
c) +(a+b+c) e g(x) =52?+cxr+d emQl|x] são iguais, determine os 
valores de a, b, c ed. Pela Definição 2.5, devemos ter: 


a=0, a+b=5, b-c=c e a+b+c=d 


ou seja, 


Definição 2.7 Um polinômio não-nulo f(x) = anz” + --- + ax + ao € 
Flx] tem grau n se an #0 ea;=0 para todo j >n. 


Note que na definição anterior excluímos o polinômio nulo. De fato, o 
grau do polinômio nulo não está definido. Vamos usar a notação gr(f(x)) 
para denotar o grau do polinômio f(z). 


Exemplo 2.8 Um polinômio de grau O é tal que a; = 0 para todo i >Q e 
ao #0, ou seja, os polinômios de grau zero são os polinômios constantes 
não-nulos. 


Exemplo 2.9 Sabendo que o grau de f(x) = (a — D)xê + (a? + 1)a? + 
(a+3)x+aé — 1 em R[x] é igual a 2, determine todos os coeficientes de 


Fa). 


Basta observar que a — 1 = 0, ou seja, a = 1, portanto o polinômio é 
f(x) = 21? + Ar. 


Exemplo 2.10 Liste os polinômios de grau 2 em Za|x]. 


Recordemos que Zə = {[0]2, [1]2}. Os polinômios de grau 2 em Zalx] são 
da forma: 

aa r? + a,x + ag 

“— 

#0 
e assim, aa = [1], e a1, ay podem assumir os valores [Ola ou [1]2. Portanto, 
os polinômios de grau 2 em Za|x] são: 


12°, ox? + (Moo, (pu? + [Loe + (>, [22 + Do. (2.2) 


Problema 2.11 Como fazer a soma e a multiplicacáo de polinómios? 
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Solucäo: Consideremos dois polinömios 


f(x) = anz” +--+ + a,x + ao 


g(x) = bma” + +++ + bix + bo 


em Flx]. Eles não precisam ter a mesma quantidade de coeficientes e se 
não tiverem, basta considerar os coeficientes das potências de x que não 
aparecem em g(x) como nulos e vice-versa. Por exemplo, para: 


fla) =32° — 2z? e gía) =5 +20 +1, 


consideramos f(x) = 32° + 0x? —-272+0x+0 e g(x) = 01! + 02? +52? + 
2x + 1. 


Assim, podemos somar os polinômios agrupando os coeficientes corres- 
pondentes a potências iguais de x: 


Fx) + g(x) = (am tbm)” ++ (an +ba)z” +--+ (a +b1)x + (ao + do). 
No nosso exemplo, temos f(x) + g(x) = 3a* + 312 + 2z +1. 


Para multiplicar, distribuímos o produto com relação a soma e assim, O 
coeficiente de uma potência x’ em f(x)-g(x) será obtido a partir da soma 
dos coeficientes dos produtos x’x’”’. Por exemplo: 


4 21/52 rr 9) 4 Weta ts; 
(80° — 20°) (1 +22 +1) = (3 ee 2) xg +(3-1)2* + (—2 
f(x) g(x) x xz 
+(—2-2)¢°x+(—2-1)2? 
x3 


152º + 62° + (3 — 10) x? — 4x3 — 22°. 
-7 


Portanto, o coeficiente de uma potência x’ no produto f(x) - g(x) será 
dado por: 
aob; + 01b;1 + +++ + ai-ıbı + aibo, 


ou seja, o produto f(x) - g(x) é dado por 


On Dm at +++ +(apbita1b;i_1+  -+a;-1b1+a;bo)z+ --+(a9b1+a1b0)2+(a0bo). 


(2.3) 


Não é difícil ver que a soma de dois polinômios f(x) = anz” +- - -+a1£+a0 
e g(x) =b, 0” + --- + bix + bo em Fx] pode ser o polinômio nulo, pois 
pode acontecer m = n e a; = —b;, para 0 <i <n. 


No caso em que f(x) + g(x) #0 vamos ter: 
ar(f(x) + g(x)) < maxtgr(f(x)), gr(g(x))), 
se gr(f(x)) A gr(g(a)) , então, gr(f(a)+g(x)) = maxtgr(f(x)), gr(g(x))}- 


Po a 


Exemplo 2.12 (i) Para f(x) = 41º — 2a +} e g(x) = 21º — x+ 1 em 
Qlx] temos 


f(a) + g(a) = 21º + 41? — Sr = E 
ou seja, gr( f(x) + g(x)) = 6 = mazfgr(f(x)), gr(g(x))+. 
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(ii) Para f(x) = 57º — 372 + 32 +3 e g(x) = —5at + $2? +1 em Qla] 
temos 7 
f(x) + g(@) = — qa" + 30 +4 
ou seja, gr( f(x) + g(@)) = 2 < mast gr( f(x), gr(g(@))} = 4. 
— u 
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Em relacäo ao grau do produto, temos o seguinte: 
Proposição 2.13 Se f(x) e g(x) são polinômios náo-nulos em Fla], 
então o produto f(x)g(x) é não-nulo e 


gr fHa)gla)) = or fa) grigo)). 


Demonstração: Considerando 


or +--+ aix + ao 


g(t) = bm” + +++ + bix + bo 
de graus n e m respectivamente, temos a, 4 0 e bm 4 0. Assim, ao fazer 


o produto como em (2.3), obtemos o coeficiente de a?" = anbm # 0. 
Portanto, f(x)g(x) #0. 


Por outro lado, o coeficiente de x* no produto f(x)g(x) é 
aobk + q1bp-1 + +++ + ar-ıbı + agbo, 
e assim, para k > n +m, temos que este coeficiente é nulo, pois 
a;=0, para i>n e bj=0, para j>m. 


Logo, gr(f(1)g(1)) =n +m. 
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Problema 2.14 Agora que sabemos o que é um polinómio, qual é, de 
fato, a diferença entre polinômio e função polinomial? 


Solução: Quando temos um polinômio f(x) com coeficientes no corpo 
F, temos uma expressão formal do tipo: 


Ant” + ---+ax+a,, onde 4p9,01,*** ,an E F 


não importando o valor de x, ele é apenas um símbolo. Mas podemos 
associar a este polinômio uma função f : F — F que faz o seguinte: leva 
cada elemento a de F em um elemento f(a), ou seja, 


f(a) = ana” +--+ +a,a+4 ao. 


Desta maneira, como fizemos em (2.1), ao considerar o polinömio f(x) = 
x*+2x+1 € R{z], faz sentido ver x como uma variável que pode assumir 
valores reais desde que a ele esteja associada a funcäo 


f:R-R 


que leva cada número real a no número real f(a) = a? + 2a +1. Esta é 
chamada função polinomial associada ao polinômio f(x) e esta associação 
pode ser feita de maneira geral para todos os outros polinômios. 


Por exemplo, para f(x) = x? + 2x + 1 € Riz] e a = 2 temos 
fQ)=2?+2.2+1=9. 


Assim, é muito fácil confundir polinómio com funcäo polinomial, mas 
devemos tomar cuidado pois, de modo geral, estes náo sáo os mesmos 
objetos. 


Exemplo 2.15 Considere F o corpo Za = {[0]2, [l]2) e o polinômio 


f(x) = [22° + [Jax € Fle] 


(este é um dos polinómios em (2.2)). Claro que f(x) náo é o polinómio 
nulo pois tem coeficientes náo-nulos. 


A função polinomial a ele a associada é f : Zə > Za dada por 
f(a) = M20* + [1]2a, para a € Za. 


Assim, temos que: 


F(10]2) = [12[0]3+[1]2[0]2 = [0]2 e f([1>) = [1J2(1J3+[1)2[1]2 = [1+1 = [2]2 = [0]> 


ou seja, a função leva qualquer elemento de Zə em [O] (zero de Zo). E 
assim, a função polinomial associada é a função nula enquanto que o 
polinômio não é. 


Isto exemplifica a diferença existente. 


Para finalizar, informamos que a identificacäo entre polinömio e funcäo 
polinomial é aceita para corpos infinitos, pois a situagao dada no exemplo 
anterior ocorre apenas para corpos finitos. 
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Exercicios da Aula 2 


(1) Sabendo que os polinômios f(x) = (a? — 2a + 1)xº + 4abr? + (a + 
b-1)2+b?eg(z) = bx? + abr + 4b em Q|x] são iguais, determine os 
possíveis valores de a e b. 


(2) Mostre que não existe polinômio f(x) € R[x] tal que f(x)? = 2° + 
el 


(3) O inverso multiplicativo de um polinômio f(x) em R[x] é um polinó- 
mio g(x) € R[x] tal que p(x)g(x) = 1. 


(a) Mostre que se f(x) tem inverso multiplicativo em R[x], então gr(f(x)) = 
0. 


(b) Sabendo que o polinómio 

f(z) =(a- Ye + (a — b — Dr + (b — c + 5)z + (c—a—1) 
tem inverso multiplicativo em R[x], determine a + b + c e o seu inverso 
g(x). 


(4) Dados os polinômios f(x) = (2a — 1)x + 5 e g(x) = 6ax + 3a + 1, 
determine todos os valores de a € R para os quais gr(f(z)g(x)) = 2. 


gr(f(a 
g(x) 


(x)) = 7. 


(5) Sejam f(x), g(x) € Fla] tais que gr( f(x)” 


: 8e g 
Determine gr(f (x) + g(x)), gr( f(x) — g(x)) (x)? — g(x)?) 


) = 
gr(f 


(6) Sabendo que o grau de f(x) = (a? — 1)x* + (b— Dxé + (a — Dx? + 
(a + b)x + 2ab em Rx] é igual a 2, determine todos os coeficientes de 


Fa). 


(7) Considere os polinômios em R[x): 
f(z) = (@—1)z*+(a4+1)z°+27—1 e g(x) = (a+3)2°+(a?—4)2?+(a4+1)2+2. 


Determine os possíveis valores para os graus de f(x), g(x), f(x) + g(a), 


f(x) = g(a) e flx)g(@). 


(8) Considere F o corpo Z3 = {[0]3, [1]3, [2]3} e o polinômio f(x) = 
I1]32° + [2]32 em Flx]. Mostre que a função polinomial associada a f(x) 
é a funcäo nula, enquanto que o polinömio nao é nulo. 
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5 Divisáo Euclidiana 


AULA 3: DIVISAO EUCLIDIANA 


Objetivos: 


Vamos provar que o conjunto Flx] dos polinômios sobre um corpo F tem 
uma propriedade bastante interessante: nele podemos realizar a divisão 
euclidiana, conforme acontece no conjunto dos números inteiros. 


Recordemos que, no conjunto Z dos números inteiros, existe uma divisão 
euclidiana, ou seja, dados dois inteiros a e b com b ¥ 0 existem inteiros 
q er tais que a = bq +r onde 0 < r < |b|. O interessante é que esta 
propriedade se repete no conjunto F[x] dos polinômios com coeficientes 
em um corpo F, de acordo com o Lema de Euclides a seguir. 


Teorema 3.1 (Lema da Divisão de Euclides) Sejam f(x), g(x) € 
Flx] com g(x) # 0. Então, existem q(x),r(x) € Fla] tais que f(x) = 
g(x)q(x) + r(x), onde r(x) = 0 ou gr(r(x)) < gr(g(x)). 


Demonstração: Consideremos três situações possíveis: 


(1) f(x) = 0; (2) f(z) £ 0 e gr(f(x)) <er(g(z)); (3) f(x) F 0 e 
gr(f(x)) Zer(g(a)). 

Na situação (1), desde que 0 = 0- g(x) +0, basta tomar q(x) = r(x) = 0. 
Em (2), podemos considerar f(x) = 0 - g(x) + f(x), ou seja, q(x) = 0 e 
r(x) = f(x), pois assim gr(r(x)) = gr(f(x)) <gr(g(x)). 

Vamos considerar a situação (3), procedendo por indução sobre o grau n 
de f(x). Para isto, em primeiro lugar devemos mostrar que o resultado é 


verdadeiro quando n = 0. Neste caso, como gr(f(x)) >gr(g(x)), também 
temos gr(g(x)) = 0 e, portanto, f(x) = ao £ 0 e g(x) = bo £ 0. Assim, 


= — b 0 
CF e 
Fa) ga rla) 
q(x) 
a 
ou seja, basta tomar q(x) = = e r(x) = 0, o que mostra que a divisão 
0 


de f(x) por g(x) € possivel. 


Assim, fica mostrado o primeiro passo de inducäo. Para continuar a 
demonstração consideramos gr(f(1)) =n > 1 e gr(g(x)) = m, com 


Fe) anz” + ta +ao e g(x) =bmz™ ++ biz + bo 
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e lembrando que n > m. 


Nossa hipötese de inducáo é que o resultado é válido para todo polinómio 
de grau k, com m < k < n, ou seja, se h'(x) € Flx] é de grau k, existem 
polinômios q'(x),r'(x) tais que 


h'(x) = g(x)q'(x) + r'(x), no qual r’(x)=0 ou gr(r'(x)) < gr(g(x)). 


Agora, vamos considerar um polinômio particular: 


Am 


h(x) = fu) — ae (3.1) 


Observe que 


f(a) = Fra g(x) + ha) 


então, se h(x) = 0 ou h(x) % 0, com gr(h(x)) <gr(g(x)), basta tomar 
q(x) = an e r(x) = h(x). 


Mas se h(x) 4 0 e gr(h(x)) >gr(g(x)), podemos aplicar a hipótese de 
indução sobre h(x) pois, neste caso, gr(h(x)) < n — 1. Logo, existem 
polinômios g(x) e F(x) tais que 


h(x) = g(x)q(x) + F(x), onde F(x) =0 ou gr(F(x)) < gr(g(x)). 


Substituindo em (3.1) temos 


da 
e assim a 
a) = (Far + 7a) o(a) + F(x) 
a a 
—— eee” r(x 
q(x) ae 
onde F(x) = 0 ou gr(7(x)) < gr(g(x)), ou seja, tomamos q(x) = en 


q(x) e r(x) = f(x). Com isso, a demonstração está finalizada. 


Claramente a demonstracäo do Lema de Euclides fornece um metodo 
construtivo para a realizacäo da divisáo de um polinömio por outro e 
o argumento para se obter h(x) em (3.1) constitui o primeiro passo no 
algoritmo da divisão polinomial. Este algoritmo consiste na divisão su- 
cessiva desse argumento, até que se obtenha um polinömio nulo ou um 
polinömio de grau menor do que o grau do divisor. 


Exemplo 3.2 Vamos dividir o polinômio f(x) = 2x4 +32? + x — 4 por 
g(x) = 2° — 227 +x — 1 em R[x). Primeiramente, notamos que 


= = TE, Sa" g(2) = I — 4x? + 2x? — 2x 


e portanto, 


h(a) = f(x) - >a" g(a) = 40° +2? +30 — 4. 


Embora você tenha a impressão de que o procedimento anterior € miste- 
rioso, este é de fato o argumento que utilizamos na divisão de polinômios 
desde o ensino fundamental. 


O dispositivo utilizado é o seguinte: 


f(x) > 272 +0724+372+7—4 g(x) =a? — 22? + 2-1 


An 


bm 


xz” g(x) > 22° +42? — 272 +27 2x 
h(x) => Ax? + x? + 3x — 4 


Como o grau de h(x) ainda não é menor que o grau de g(x), continuamos 
O processo: 


21º + 0x? + 327 +x — 4 g(x) = 4r? + x? + 32-4 
—2x* + 42? — 27? + 2x 2x +4 
Ag? +x? + 3a — 4 
—4r? + 827 — 41 +4 
9r? — x 
= 


grau< 3 


Desta forma, q(x) = 2x + 4 e r(1) = 9x? — x. 


Observe ainda que os polinömios obtidos na divisäo de Euclides de f(x) 
por g(x), ou seja, os polinômios q(x) e r(x) são unicamente determinados. 
De fato, se temos os polinômios q1(1), ga(x), ri(x), ra(x) € Flx] tais que 


Fx) = g(z)a(x) + ri(x), com ri(x) =0 ou gr(ri(x)) < gr(g(x)) 


f(x) = g(x)qo(x) + ra(x), com ra(x) =0 ou gr(ra(x)) < gr(g(x)) 
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então, devemos ter rı(x) = ra(x) e q(x) = q(x), pois subtraindo as duas 
expressoes acima, obtemos 


rı(z) — ra(x:) = (q(x) — qu(x))g(a). 


Assim, se m(x) Æ ra(x), temos rı(x) — ra(1) £ 0 e neste caso, ambos 
ri(x) e ra(x) são não-nulos. Calculando o grau de m(x) — ra(x), vamos 
ter: 


gr(r(x) — ra(x)) = gr((go(x) — qu(x)) + er(g(@)) > er(g(@)). 


Por outro lado, também temos que 


gr(ri(x) = ra(x)) < maxter(ri (x), gr(ra(u))) = er ri(s) ) < gr(g(@)) 


i=l ou i=2 


e, portanto, temos uma contradição, o que mostra que rı(z) = r(x) e, 
consequentemente, qy(x) = g2(2). 


Definição 3.3 Os polinômios q(x) e r(x) obtidos na divisão de f(x) por 
g(x) são chamados de quociente e resto da divisão euclidiana. 


O próximo resultado trata de uma divisáo por um polinómio particular. 


Proposição 3.4 Sejam f(x) € Fix] — {0} eu € F. Então, o resto da 
divisão de f(x) por x — u em Flzx] é igual a f(u). 


Demonstração: Ao considerar o polinômio x — u € Fx], pelo Teorema 
3.1, sabemos que existem q(1),r(x) € Flx] tais que 
f(x) =(2—ujqlx) +r(x), com r(x) =0 ou gr(r(x)) =0, 


ou seja, em qualquer caso, r(x) = c, um polinômio constante em Fx]. 
Mas entáo, 


e assim c= f(u), o que prova o resultado. 


Além de saber que o resto da divisão de um polinômio f(x) por x — a 
em Flx] é f(a), conforme dado na proposição anterior, podemos também 


determinar o quociente q(x) desta divisão através do Algoritmo de Briot- 
Ruffini, cuja demonstracáo será deixada como exercício na lista do final 
desta aula. 


Algoritmo de Briot-Ruffini: Seja f(x) = a, 1” +---+ax+ta € Fla). 
Se 
g(a) =ba +0"? + biz + bo 


é o quociente da divisão de f(x) por x — u, então os coeficientes de q(x) 
sáo dados recursivamente por: 


Dia = An, Dn = Ubn—1 + On ij" ++ ,b1 = tbe + a2, bo = ubi + Go; 


ou seja, 


bg 4 =an € bi = Wi + ipi, se U StS a2. 


Além disso, o resto da divisão é r(x) = ubo + ao. 


Na prática, podemos determinar os coeficientes do quociente dispondo 
os coeficientes an,:-- ,a1,a@o de f(x) na linha de uma tabela e, à di- 
reita deles, o elemento u. Escrevemos sob a,, o coeficiente b,-1 = an € 
efetuamos a operação ub„_ı, colocando o resultado sobre an-ı e então 
efetuamos ub, 1 + an-1, obtendo b,_2 e colocamos o resultado abaixo de 
An—1- 


As operacöes se repetem desta maneira, completando a tabela, de modo 
que a primeira linha contém os cälculos efetuados, a segunda linha é 
formada dos coeficientes de f(x) seguido do valor de u e a terceira linha 
€ formada dos coeficentes de q(x), finalizando com o resto da divisäo. 


Exemplo 3.5 Determine o quociente e o resto da divisão de f(x) = 
22° — 32° + x — 4 por x + 2. 


ubs = —4 ub = 14 ub, = —28 ubo = 54 
aq = 2 as = —3 ay = 0 a,=1 ao =—4 u=-2 
b3 =2 ba =—7 by = 14 bo = —27 r(x) = 50 
SS eV u —— SS 
as ub3+a3 ubg+ag ub, +41 ubo+ao 


Logo, o quociente é q(x) = 22°? — 72? + 14x — 27 e r(x) = f(-2) = 50. 


O caso em que o resto na divisäo euclidiana entre dois polinömios & zero 
merece particular atencäo. Vamos estudä-lo agora. 
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Definição 3.6 Dados dois polinômios f(x), g(x) € Flax], dizemos que 
g(x) divide f(x) em F [x] (ou que f(x) é um múltiplo de g(x)) se existe 
um polinômio q(x) € F [ax] tal que f(x) = g(x)q(z). 


Usaremos a notação: g(x) | f(x) para indicar que g(x) divide f(z). 


Observacáo importante: Preste muita atencäo: g(x) | f(x) informa 
que: 
g(x) divide f(x), 


não quer dizer “g(x) dividido por f(x)”, ou seja, não indica o resultado 


do quociente se (chamada função racional). 


Por exemplo, x +3 | 12 + 5x +6 em Q[z] pois 12 +57 +6 = (x +2)(x+3) 
r+3 


e não expressa a função racional ————. 
x? + 5x +6 


Portanto, 


g(x) | F(t) => Fake) € Fla] tal que f(x) = g(x)q(2). 


Isto equivale a dizer que o resto da divisäo de f(x) por g(x) é zero. Neste 
caso, dizemos que f(x) é divisível por g(x), ou ainda, que g(x) é um fator 


de f(x). 


Outra observação importante: Quando demos a Definição 3.6, não 
nos preocupamos se os polinômios f(x) e g(x) eram nulos ou não. Note 
que, com a nossa notação, temos o seguinte: 


Para f(x) =0, g(x) #0: g(x) |O é verdade, pois existe um polinômio q(x) = 
O tal que 


= ale) 
Ha) q(x) 


Para f(x) #0, g(x) =0: 0| f(x) é falso, pois não existe um polinômio q(x) tal que 


O caso mais estranho ocorre quando f(x) = 0 e q(x) = 0. Será que 
podemos escrever f(x) | g(a)? Olhando para nossa definição, parece que 
sim, pois para qualquer polinômio q(x) temos: 


q(x) 


0 = 0 
fa) g(x) 


Novamente, neste último caso temos que tomar cuidado, pois o que in- 
formamos nao foi que é possivel escrever 5 € sim que é possível usar a 


notação 0 | 0. 


Vamos evitar estes casos estranhos considerando os polinômios como não- 
nulos. 


Proposição 3.7 Se f(x), glx), h(x) € Flx] forem não-nulos então: 


1. Se f(x) | g(x) então cf(x) | g(x), qualquer que seja a constante 
ce Ff, 


2. Se f(x) | g(x) e g(a) | h(x), então f(x) | h(a). 


3. Se f(x) | g(a) e fla) | h(a), então f(x) | (ale) + h(x)) e f(x) | 
(g(x) — h(a). 


4. Se f(x) | então f(x) | g(z)z(x), para todo z(x) € Flx] (in- 


clusive para z(x) constante). 


5. Se f(x) | g(a) e f(x) | h(x), então f(x) | (g(@)z(x) + A(x)t(@)) 
para quaisquer z(x), t(x) € Fla). 


6. f(x) | g(x) e g(x) | f(x), então f(x) = cg(x), onde c é uma 
constante em F. 


Demonstração: O item 1 é óbvio sec = 0. Agora se c # 0 e f(x) | g(x), 
então g(x) = f(x)h(x), com h(x) € F [a] e assim: 


ou seja, cf (x) | g(x). 
Para mostrar o item 2, consideramos 
f(x) | g(x) > g(x) = fla) (x), para algum q(x) € Fla] 


glx) | h(x) = h(x) = g(x) qo(x), para algum q(x) € Fla] 
f(x)qi (x) 
h(x) = f(x) q(x)qo(x), ou seja, f(x) | A(z). 
EF] 


No item 3, consideramos 


Fu) | glo) > g(a) = f(x)qı (x), para algum q(x) € Fla] 
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f(x) | h(x) > h(x) = f(x)a(x), para algum g(x) € Fla] 
e assim 
g(x) + h(x) = f(x)(u(z) + qu(x)), ou seja, f(x) | g(x) + h(x). 
Nom, m? 
EF a] 
O item 4 é óbvio e o item 5 é consequência dos itens 3 e 4. 


No item 6, vamos ter 
f(x) | g(x) > g(x) = f(x)a(z), para algum q(x) € Flx] 


g(x) | f(x) > f(z) = g(x) q(x), para algum q2(x) € Fe], 
ço 
f(x)qi(x) 
portanto, 


flo) = Fe)a@)alı) > er(f(@)) = ero) (a (2) a2(@)) . 
BI (F(@))+80(a1 (2)a2(2)) 


Mas deste modo, gr(qi(x)qo(x)) = 0 e assim, gr(qi(x))+er(qo(x)) = 0, 
o que implica que gr(q(x)) =er(q2(x)) = 0. Logo, q(x) = c é um 
polinômio constante e f(x) = cg(z). 


Exemplo 3.8 Sabendo que f(x) é um polinômio em R[x] tal que 


f(x) |x? +1 e f(x) | a +27 +4, 
mostre que f(x) | x +4. 


Basta realizar operações de acordo com a proposição anterior. De fato, 
pelo item 4 da Proposição 3.7, temos 


f(z) | (£? + 1)z > f(z) | 2? +z 
e assim, pelo item 3 da mesma proposição, temos 
f(z) | @ +22 + 4) — (£? +2) > f(z) | 244. 
Exemplo 3.9 Mostre que o polinômio f(x) = x? +2i divide o polinômio 
g(x) = 14 + 4 em Cl]. 


Para ver isto, basta observar que g(x) é uma diferença de quadrados 
(ou seja, uma expressão do tipo A? — B?) e lembrar que A? — B? = 
(A+ B)J(A— B). 


De fato, olhando para g(x) vemos: 


<4) PALA) = (2)? (21)? = (0? +24) (0-24) 
(-1)(4) i2 22 


144 = (x°) —( 
e com isso, está provado que x? + 2i divide x? +4 em Cla]. 


Exemplo 3.10 Um polinômio f(x) € Clx] quando dividido separada- 
mente por 
x—-—l,x«+1, x—i ex+i deira restos 0, 4, 4i — 4 e —4i — 4, res- 
pectivamente. Obtenha o resto da divisão de f(x) por xt — 1 € C[x]. 


Usando a Proposição 3.4, já sabemos que 
fl) =0, f=l)=4, JU) = a= 4 e flat) =a 4 


O que queremos é encontrar o polinómio r(x) que € resto da divisúo de 
f(x) porx*—1 € Clx]. Como a divisão está sendo feita por um polinômio 
de grau 4, este resto tem grau no máximo igual a 3, ou seja, queremos 
encontrar: 


f(x) =a(0)(12*— 1) +a+bx+ cx? + dx, com r(x), q(x) e Cla). 


r(x) 
E assim, 
i (DG! = 1) +a+b+c+d 
f(-1) = a(-1)((-1)* 1) +a +b(—1) + e(-1)? + d(-1)° 
fü) = TONO —1)+a+b(i) + Wird 
LS) = AH Y) +. + dan) + e (04d (0). 


Desta forma obtemos: 


0=a+b+c+d (A) 
4=a-b+c-d (B) 
&-4=a+bi-c-di (C) 
—44-4=a-bi-c+di. (D) 
Somando as equações (A) e (B), obtemos a+c = 2 e somando as equações 
(C) e (D) obtemos a — c = —4. Com isso, encontramos: 
a=-1 e c=3 


39 


40 


Agora, subtraindo as equacöes (A) e (B), obtemos b+d = —4 e subtraindo 
as equações (C) e (D) obtemos bi — di = 8i. Com isso, (b— d)i = 8i e 
multiplicando esta equação por à temos 


(b—d) ti =8 ii 
Nao — 
i2=—1 i2=—1 


ou seja, b—d = 8. Portanto, como b + d = —4, vamos ter b = 2 e 
d= —6. Logo, 
r(x) = —1 + 2a + 32? — 62°. 


Exercicios da Aula 3 


(1) Verifique, justificando, quais das afirmações abaixo são falsas e quais 
são verdadeiras, onde f(x), g(x), h(x), k(x) são polinômios não-nulos em 


(a) Se f(x) | g(x) e f(x) | h(x), então f(x)? | g(x)h(a). 
(b) f(x) | g(x) e h(x) | k(x), então f(x)h(x) | g(1)k(z). 
(c) f(x) | g(x) e h(x) | glo), então f(x)h(z) | g(a). 


(2) Determine o o quociente e o resto da divisão de z” — 1 por x + 1 no 
caso em que n for par e no caso em que n for ímpar. 


(3) Que número real devemos adicionar a x? + 2x? para obtermos um 


polinômio f(x) € R[x] que seja divisível por x + 5? 


(4) O polinômio f(x) = x? a 2x? +ax+b deixa resto r(x) = Tr — 5 
quando dividido por g(x) = 12 + x + 1 em Riz]. 


(a) Determine os valores de a e bem R. 
(b) Determine o quociente q(x) € Rx] da divisão de f(x) por g(x). 


(5) Um polinômio f(x) € C[x] quando dividido separadamente por x—1, 
x+1, 1—-1e +1 deixa restos 0, 2, —5i — 5 e 5i — 5, respectivamente. 
Obtenha o resto da divisão de f(x) por zt — 1 € Cla). 


(6) (Vestibular/UFMG 2004) Considere o polinómio 

P(x) =Y(n+1-30 =n2+(n-1)2 + (n-2a7+-- +20 42". 
j=l 

Sabendo que o resto da divisão de P(x) por x — 1 é 55, determine o grau 

de P(x). 


(7) (Vestibular/UFMG 2001) Os polinômios f(x) = 2? — 4 e g(x) = 
x” —7x + 10 dividem h(x) = ax? + bx? — 12x +c em R[z]. Determine os 
valores de a,b e c. 


(8) (Algoritmo de Briot-Ruffini) Se f(x) = anx” +--+ + a,x + ao € Flx] 
e g(x) = bai"! + bai" 2 + +++ +b, 2 + bo é o quociente da divisão de 
f(x) por x — u, então os coeficientes de g(x) são dados recursivamente 
por: ba = An, bn_2 = Ubn—1 + Qn-1,°** „bi = uba + qo, bo = ub, + ao. 
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AULA4: MDC E MMC 


Objetivos: 


Vamos apresentar as noções de Máximo Divisor Comum (MDC) e 
Minimo Múltiplo Comum (MMC) entre dois polinômios em Flx], fa- 
zendo as devidas comparações com estas noções no conjunto dos números 
inteiros Z. 


Recordemos que no conjunto Z, vimos que o máximo divisor comum entre 
dois inteiros não-nulos a e b é um divisor simultâneo de a e b que divide 
todos os outros divisores simultáneos de a e b. O mesmo foi feito com o 
mínimo múltiplo comum, ou seja, ele é o múltiplo simultáneo de a e be 
todos os outros múltiplos simultâneos de a e b são ainda múltiplos dele. 


Agora vamos fazer estas definições, de maneira totalmente análoga, no 
conjunto F[x]. Antes disso, precisamos definir uma nova noção. 


Definição 4.1 Um polinômio f(x) = a,x" +--+ aix +aç em Flx] de 
grau n é dito mônico se an = 1. 


Exemplo 4.2 Os polinômios f(x) = 1º-412+3 € R[z] e g(x) = x+i € 
C[x] são mónicos. Claro que um polinômio constante h(x) = 1 € Fla] é 
mönico em qualquer corpo F. 


Observe que dado um polinômio náo-nulo qualquer f(x) = anx” + +++ + 
a,x + ao em Flx] de grau n, temos a, # O e então, podemos obter um 
polinömio ménico a partir de f(x) considerando o polinömio 

ai ao 


1 n 
= =e A a a 


Vamos agora definir o que entendemos por maximo divisor comum (MDC) 
entre dois polindmios. Em seguida, vamos garantir a existéncia de um 
polinômio que é de fato um MDC e além disso, que este é único. 


Definição 4.3 Dados dois polinômios f(x) e g(x) em Fla], não simul- 
taneamente nulos, dizemos que um polinômio d(x) € F|x] é um máximo 
divisor comum de f(x) e g(x) (e escrevemos d(x) = mde( f(x), g(x))) se: 


(i) d(x) é mónico 
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(ii) d(x) | f(x) e d(x) | g(a) 


(iii) Se existe um polinômio h(x) € Flx] tal que h(x) | f(x) e h(x) | g(x) 
então h(x) | d(x). 


O resultado abaixo prova que o MDC entre dois polinômios existe e é 
único. Sua demonstração também fornece um método para o cálculo do 
MDC. 


Teorema 4.4 Se f(x) e g(x) são dois polinômios não simultaneamente 
nulos em F|x], então, o máximo divisor comum entre f(x) e g(x) existe 
e é único. 


Demonstração: Vamos começar garantindo a existência do MDC. 


Por hipótese, f(x) e g(x) não são simultaneamente nulos, então, supo- 
nhamos que g(x) # 0. Pelo Lema de Euclides (Teorema 3.1), existem 
qı(x),rı(x) € F[z] tais que 


f(z) =9(x)u(x)+ri(x), onde ri(z)=0 ou gr(ri(x)) < gr(g(x)). 
(4.1) 


Vamos fazer um raciocinio iterativo que mostrará que o máximo divisor 
comum de f(x) e g(x) existe em qualquer situação, ou seja, quando 
ri(z)=0 ou ri(x) 4 0. 


Se m(x) = 0, então você pode verificar sem difculdade que g(x) satisfaz 
as condições (ii) e (iii) da Definição 4.3. Assim, dividindo g(x) por seu 
coeficiente líder, obtemos um polinômio mônico que satisfaz as condições 
(i), (ii) e (iii) da Definição 4.3, ou seja, este será um máximo divisor 
comum de f(x) e g(x). 


Se ri(1) 4 0, então podemos fazer a divisão de g(x) por rı(x) obtendo 
q2(x), ra(x) € F|x] tais que 


g(x) = ri(x)go(x) +ra(x), onde ra(x)=0 ou gr(ra(x)) < gr(ri(x)). 


Se ra(x) = 0, então rı(x) | g(x) e assim, voltando em (4.1), temos 
flo) = g(@)qu(x)+ri(@) = il) lea (@) +11 (x) = (gole) (e) +1)r1(0), 


ou seja, rı(z) | f(x). 


Além disso, se h(x) | f(x) e h(x) | g(x), então, como rı(z) = f(x) — 
g(x)qi(x), usando o item 5 da Proposição 3.7, temos h(x) | ri(x). Desta 


forma, mostramos que r, (x) satisfaz as condições (ii) e (iii) da Definição 
4.3. 


Assim, argumentando como anteriormente, obtemos um polinömio mö- 
nico que satisfaz ás condições (i), (ti) e (iii) da Definição 4.3, ou seja, 
este será um máximo divisor comum de f(x) e g(x). 


Se ra(1) Æ 0, então podemos fazer a divisão de r;(x) por ra(1) obtendo 
qs[x),r3lx) € Flx] tais que 


rilx) = r2(2)q3(2)+r3(x), no qual rs(x)=0 ou gr(ra(x)) < gr(ra(x)). 


Continuando este processo iteradas vezes, vamos obter: 


= g(z)q(x)+ri(x), com gr(rı(x)) < gr(g(x)) 
r(x) qo(x) ae com gr(ro(x)) eae 


= a )a3(x) + r3(x), com gr(ra(x)) < gr(ra(x)) 


Q 
rn 
8 
e A nA 
I 


le) = ps a +ralx), com gr(r„(z)) < er(r,-1(1)) 
Prado) = TAD Onsale), 
(4.2 


) 
já que sabemos que necessariamente existe um natural n tal que r,y1 = 0 
pois 

gr(g(2)) > er(ri(@)) > gr(ra(x)) >20. 

Utilizando os mesmos argumentos como acima, vamos ter que r„(x) sa- 
tisfaz as condições (ii) e (iii) da Definição 4.3. E assim, basta tomar o 
polinômio mónico obtido a partir de r,, (1) e este será um máximo divisor 
comum de f(x) e g(x). 


Agora vamos mostrar a unicidade do MDC. Para isto, suponhamos que 
existam di(x), do(x) € Flx] tais que 


d(x) = md f(x), gle)) e dela) = mde(f(x), g(x). 


Mas então, ao usar a condição (iii) da Definição 4.3 para di(x) e do(a), 
temos que dı(z) | də(x) e da(x) | di(x). Logo, usando o item 6 da 
Proposição 3.7, temos que di(x) = cda(x) com c € F e como di(x) e 
d(x) são mónicos, devemos ter c = 1, ou seja, di(x) = do(a). 


Como vocé pode observar a partir da demonstracäo anterior, a condicäo 
(i) da Definição 4.3 foi exigida justamente para que a unicidade fosse 
garantida. Observe também que, como já dito anteriormente, esta de- 
monstracáo é construtiva, isto é, ela fornece um modo prático para que 
possamos calcular o MDC, obtido a partir do último resto náo-nulo em 
um processo de divisöes sucessivas. Vamos fazer um exemplo. 
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Exemplo 4.5 Para f(x) = x*+2°+32?+4r+1 e g(x) = 19422744243, 
vamos calcular mdc( f(x), g(x)). Temos 
fu) = g(x) (z - 1+ 2" +52 +4 


“aa ri(e) 


g(x) = m(x)(x— 3) +15x +15 
ae ra(x) 
ri(z) = r(x) (=) + (4x + 4) (4.3) 
15 A 
a said ra(x) 
‘a 
ra(x) = ralz) 4 
Ww 
q(x) 


E assim, o último resto não-nulo encontrado foi r3(x) = 4x + 4. Logo, o 
polinômio mônico obtido a partir de rs(x) éo MDC, ou seja, mdc( f(x), g(x)) = 
EL 


Note ainda que no processo acima, obtemos: 


= _ 1 
EEs = uoa (e 
r3(t 


= [f() - g(2)(x — 1)] - [9(x) — rı(z)(z — 3)] (42) 

= [f(2) - 9(#)(@ - 1) - [9(@) - (Fe) - (aa = Y) - 3)] (42) 

= f(x) + f(«)(e - 3) (x) - g(a)(w - 1) - [9(x) + g(a)J(a — Da - 3) (x) 
= fD + (z - 3) ($r) + 9(2)[-(2 - 1) + (1+ (2 1)(e@- 3) (45) 


l 1 1 4 11 
= ek] ne 1]. 
et 


aı(z) bi (x) 
E assim, +1 = f(z)a(x)+g(x)b(z), onde a(x) = jar (x) eb(x) = 2b (x). 


De fato, o argumento acima sempre é verdadeiro, ou seja, temos o se- 
guinte. 


Proposição 4.6 Se f(x), g(x) € Flx] e d(x) = mdc(f(x), g(x)), então 
existem polinômios a(x), b(a) € Fa] tais que 


d(x) = f(x)a(x) + g(a)o(a). 


Demonstração: A prova é feita por indução sobre o número de divisões 
sucessivas que precisamos fazer até chegar ao último resto não-nulo no 
processo desenvolvido para o cálculo do MDC acima ((4.2) na demons- 
tração do Teorema 4.4). 


Basta ver que o resto r, (1) 4 0 pode ser escrito como r, (1) = f(xja(1)+ 
g(x)b(x) pois, como consequência, mdc(f(x), g(x)) também poderá ser 
escrito desta maneira. 


Sen = 1, então temos rı(x) = f(x) — g(1)q,(x), ou seja, a(x) = le 
biz) = —q (2). 


Supondo que o resultado vale para n < k passos, vamos mostrar que vale 
para n = k +1 passos. Ou seja, nossa hipótese de indução é que r;(x) 
pode ser escrito como combinação de f(x) e g(x), para todo i < k. Em 
particular, temos: 


rela) = faja (e) + g(x)b' (z), a’(x), U(x) € Fla] 
° ria (o) = faja (x) + g(x)b" (x), a”(x),b"(x) € Fla]. 


Mas, conforme podemos ver em (4.2), 


Tale) = Raio) = ri(2) Qr+1 (£). 


Logo, 
rele) = f(2)(a" (x) — are) + glo 0 (x) — (an (2) 
a(x) b(z) 


e o resultado estä demonstrado. 


Definição 4.7 Se f(x) e g(x) são polinômios em F|x] tais que mde( f(x), g(x)) = 
1, entáo dizemos que f(x) e g(x) sáo polinómios relativamente primos. 


Exemplo 4.8 Os polinômios f(x) = 22 + 2i e g(x) = x —i são relati- 
vamente primos em Clx], pois se d(x) = mde( f(x), g(x)), então 

2x + 2i = d(x)hı(x) e x—i=d(x)ha(x), com hı(z),ha(x) € Cla]. 
Mas desta forma, d(x) tem que ter grau no máximo igual a 1 e se for de 


grau 1, deve ser igual a x—i (pois é mónico e divide x —i). Porém, x—1 
aia Di de a He. Delas. dol AN MN dt MA 
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Para dois polinömios relativamente primos temos algumas propriedades 
importantes em relacäo a divisibilidade como podemos ver com o próximo 
resultado. 


Proposição 4.9 Sejam f(x), glx), h(x) € Fla]. Então vale o seguinte: 


(1) Se f(x) | h(x)g(x) e f(x) e g(x) são relativamente primos, então 
f(x) | h(x). 


(2) Se f(x) | h(x), g(x) | h(x) e f(x) e g(x) são relativamente primos 
então f(x)g(x) | h(x). 
Demonstração: Em cada um dos itens temos mdc(f(x),g(x)) = le 
assim, pela Proposicäo 4.6 podemos escrever: 

1 = f(x)a(x) + g(x)b(x), com a(x),b(x) € Fla]. (4.4) 


Para provar o item (1), considere f(x) | h(x)g(x). Entáo, h(x)g(x) = 
f(x)q(x), para algum q(x) € F[x]. Assim, por (4.4), 


h(a) 


oll ll 
I” 
= 
— 
E 
SS 
29 
+ 
— 
E 
a 
E, 

— o 


ou seja, f(z) | h(x). 
Para provar (2), suponha que f(x) | h(x), g(x) | h(x). Temos 

h(x) = f(x)a(z) e h(x) =g(u)q2(x), com qu(z), q2(x) € Fal. 
Agora, novamente por (4.4), temos: 


h(x) f(a)a(a) + hr) g(a) b(@) 
g(a) gola) f(w)a(a) + f(a 
f(@)g(«)[q2(x)a(a) 


e portanto, f(x)g(x) | h(a). 


h(a) 


Exemplo 4.10 Claro que mdc( ) = 1 (prove!). Agora, se 


a —3,2c +4 
SS“ a 
Ha) g(a) 


h(x) = zÝ — 62° — Tr — 6 


então, usando a Proposição 3.4, vemos que x—3 divide h(x) pois h(3) = 0 
e também h(—2) = 0, ou seja, x + 2 divide h(x) e assim, 2x + 4 divide 
h(a). 


Portanto, pela proposição anterior, temos 


(x — 3)(2£ + 4) = 2z? — 2x — 12 divide h(x). 


Definição 4.11 Um polinômio m(x) € Flx] é um mínimo múltiplo co- 
mum de dois polinômios não-nulos f(x) e g(x) em Flx] se: 


(i) m(x) é ménico 
(ii) f(x) | m(x) e g(x) | m(x) 


(iii) Se existe um polinômio k(x) € F|x] tal que f(x) | k(x) e g(x) | k(x), 
então m(x) | k(x). 


No resultado a seguir, vamos provar a existência e a unicidade do MMC 
(a unicidade é garantida pela condição (i)). 


Teorema 4.12 Se f(x) = av" +---+az+ta e g(x) = bmx” +--+ 
bjx + bo são polinômios em Fx], de graus n em respectivamente, então 


f(@)g(@) 
Anbmmde( f(x), g(x) 


mme( f(x), g(1)) = 


Demonstracäo: Temos que mostrar que o polinómio 


f(@)g(@) 


TO) 


satisfaz às condições (i), (ii) e (iii) da Definição 4.11. 


Ao considerar d(x) = mde( f(x), g(x)), temos f(x) = d(x)qi(x) e g(x) = 
d(x)qo(x), q(x), go(x) € Flx]. Portanto, vemos que 
A(x) q(x) g(x) 


pe) =e tay a TR g(x) 


ou seja, g(x) | h(x). E do mesmo modo, f(x) | h(x) pois 


f(x)d(x)qo(x) _ 
An bm d(x) 


h(a) = 
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Agora, 


mönico mönico 
e como o produto de polinômios mônicos é ainda mónico, temos h(x)d(x) 
é mônico. Mas como d(x) também é mónico, devemos ter h(x) mónico. 


Com, isso, já mostramos que as condições (i) e (ii) são satisfeitas. Para 
mostrar que vale a condição (iii), consideremos k(x) € Fl[x] tal que 


f(x) | k(x) e g(x) | k(x), 
ou seja, k(x) = f(x)ti(x) e k(x) = g(x)te(x), onde ty(x:), ta(x) € Fla]. 


Queremos mostrar que h(x) | k(x). Pela Proposição 4.6, temos 


Assim, 
k(x)d(x) = k(a)f(x)a(x) + k(x)g(a)b(x) 
= g(ax)to(x) f(a)a(x) + f(x)ti (x) g(x) (2) 
= f(x)g(x) [te(w)a(a) + tı(x)b(x)] 
t(x) 
Logo, 
k(x) = LOD (a), ou seja s(x) | k(x) 
s(a)eF [x] 


e como h(x) = o 


Desta forma, o resultado está provado. 


Exemplo 4.13 Para f(x) = xt +z? +3x? +4r +1 e g(x) = r? + 2x74 
4x +3, no Exercício 4.5, calculamos mde( f(x), g(x)) = x +1. 


Assim, como f(x) e g(x) são ambos mönicos , temos mmc(f (x), g(x)) = 
f(x)g(«) 


, OU seja, 
+1 J 


mme(f(x),g(z)) = 2º + 20° + Txt + 102° + 142? + 137 +3. 


Exercicios da Aula 4 


(1) Se f(x) € Fix] é um polinômio constante não-nulo mostre que 
mdc(f (x), g(x)) = 1, qualquer que seja g(x) € Flx]. 


(2) Se f(x) e g(a a são polinômios de grau 1 e distintos em Fl[x], então, 
mde( f(x), g(a)) = 


(3) Se p e q são dois números primos distintos, mostre que mdc(x — p, x — 
q)=1. 


(4) Determine m e n reais para que g(x) = xt + ma? +n seja divisível 
por z? — 4 e x? — 3. 


(5) Dados f(x) = 21! — 22° + 5x + 1 e g(x) = xz? + 6x — 7 em R[x]. 
Determine: 


(a) d(x) = mde(f(x), g(x)) 
(b) polinômios a(x), b(x) € R[x] tais que d(x) = f(ax)a(x) + g(z)b(x) 
(c) mme( f(x), glx)). 


(6) Verifique se as afirmativas abaixo sáo verdadeiras ou falsas. Justifique 
convenientemente. 


(a) mdc(a? +22 +5,02 +1) =1. 
(b) mdc(2? + 2iz — 1,x + i) =1. 
(c) mdc(x* — 82 + 16,27 — 4) =x —2. 


(d) mde(x? — 22? +32 — 2,27 — 2x + 1) = z? — 1. 


(7) Se f(x), g(x) € F[x] são polinômios não-nulos tais que mdc(f (x), g(x)) = 
d(x) e mme( f(z), 9(x)) = m(x), mostre que gr(d(x))+gr(m(x)) =gr(f(x))+gr(g(x)). 


(8) Se f(x) e g(x) são polinômios não-nulos em F'|z] e relativamente pri- 
mos, mostre que o grau de mme( f(x), g(x)) é igual a gr(f(z))+gr(g(x)). 
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D Raízes de Polinômios 


AULA5: RAIZES DE POLINOMIOS 


Objetivos: 


O conceito de raiz de polinômio em F|x] será dado nesta aula, explici- 
tando que o polinómio pode ter coeficientes em um corpo F e nao possuir 
raízes neste corpo. Mostraremos a relação entre o grau de um polinômio 
e a quantidade de raízes que este possui e, além disso, verificaremos sob 
quais condições existem raízes múltiplas. 


Já vimos no Capítulo 2 que a todo polinômio f(x) em F[x] está associada 
uma função polinomial f que leva cada elemento a de F a um elemento 
f(a) também em F. A raiz do polinômio não-nulo f(x) é um elemento 
a tal que f(a) = 0 conforme a próxima definição. 


Definição 5.1 Seja f(x) € Flx] — {0}. Sea € F é tal que f(a) = 0, 
então a é dita uma raiz de f(x) em F (a anula a função polinomial 
associada ao polinômio f(x) ). 


Exemplo 5.2 (i) Um polinômio f(x) = ax+b de grau 1 em F |x| sempre 
possui uma única raiz em F. De fato, como a,b € F coma £ 0, então 


1 —b 
= E F e, portanto, k = — € F é tal que 
a a 

—b 


FU = al) +b= 0. 


(ii) O polinômio f(x) = x? —2 em Q|x] não tem raízes em Q, mas possui 
raízes V2 e —V/2 em R. 


(iii) O mesmo ocorre com o polinômio f(x) = x? + 1 em R[z], ele não 
possui raízes em R, mas possui raízes em C que são os complexos à e —i. 


O exemplo acima mostra que ao considerarmos um polinômio f(x) com 
coeficientes em F[x|] pode acontecer de não existirem raízes de f(x) em 
F, mas sempre vai existir um corpo K que contém o corpo F onde estão 
as raízes de f(x). De fato, no exemplo acima temos: 


f(z) =x*-2€Flx], com F =Q e raízes de f(z) em K =R 


f(z) =x*+1€Fl[x], comF=R e raízes de f(x) em K =C. 
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Realmente, fazemos a seguinte a afirmacäo, sem demonstra-la: 


Afirmacáo: Se f(x) € Flx] — {0}, gr(f(x)) =n > 1, então, existe um 
corpo K contendo F onde f(x) tem uma raiz. 


Veremos agora a relacäo entre raizes e divisibilidade. 


Teorema 5.3 Sejam f(x) € Fix] — {0} ea € F. Então, a é uma raiz 
de f(x) se, e somente se, x — a divide f(x) em Fz]. 


Demonstracáo: Suponhamos, inicialmente, que a € F é uma raiz de 
f(x). Pela Proposicäo 3.4, sabemos que o resto da divisáo de f(x) por 
x—aé f(a) =0 e, portanto, x — a divide f(x). 


Reciprocamente, se x — a divide f(x), então existe g(x) € Fx] tal que 
f(x) = g(z)(x — a) 


e assim, f(a) = g(a)(a — a) = 0. Portanto, a é uma raiz de f(x). 


Corolärio 5.4 Se f(x) € F[x]- {0}, gr(f(x)) =n > 1, então f(x) tem 
no máximo n raízes em F. 


Demonstracäo: Esta demonstracáo será feita por inducáo sobre o grau 
grf(x) =n. 


Sen = 1, entäo f(x) é um polinömio de grau 1 e portanto, tem apenas 
uma raiz em F. Agora, vamos supor que o resultado é verdadeiro para 
n = k > 1 e vamos mostrar que ele é verdadeiro para k+1, ou seja, nossa 
hipótese de indução é que polinômios em F[x| de grau n = k possuem 
no máximo k raízes em F. 


Suponhamos que gr(f(x)) = k+1. Se f(x) não tem raízes em F, não 
temos nada para mostrar. Caso contrário, f(x) tem uma raiz a € Fe 
assim, pelo teorema anterior, 


f(x) = (x — a)g(x), para g(x) € Fla), er(g(x)) =k. 


Logo, g(x) possui no máximo k raízes em F e, portanto, f(x) possui no 
máximo k + 1 raízes em F, como queríamos mostrar. 


As raizes consideradas no corolário anterior podem ser iguais, ou seja, 
estamos levando em consideracäo a repeticäo de raizes. Vejamos um 
exemplo. 


Exemplo 5.5 Vamos determinar as raízes do polinômio f(x) = x? + 
x? — 5x +3 € Qli]. E fácil ver quea=1 é uma raiz de f(x): 
¡Delia 


Assim, x — 1 divide f(x) e temos f(x) = (x — 1)g(x), onde g(x) = 
£? + 22 — 3 € Ql|x]. Mas note que a = 1 também é raiz de g(x): 


g(1)=1+2-3=0. 
De fato, g(x) = (x — 1)(x +3) e portanto: 

f(z) =(a@—-1)?(x+ 3) e b=-3 também é raiz de f(x). 
Neste caso, f(x) tem 3 raízes em Q, onde a = 1 é uma raiz múltipla, 
conforme a definição seguinte. 

Definição 5.6 Dizemos que a € F é uma raiz de multiplicidade m > 1 
de um polinômio f(x) € Flx] se 

(x—a)™ divide f(x), mas (x—a)™" não divide f(x). 
As raízes de multiplicidade 1 são ditas raízes simples e as de multiplici- 


dade > 2 são ditas raízes múltiplas. 


Exemplo 5.7 No Exemplo 5.5, temos que (x — 1)? divide f(x) = x? + 


x? — 52 +3 em Q|x], mas (x — 1)? não divide f(x). Portanto, a = 1 é 


raiz de multiplicidade 2, enquanto b = —3 é raiz simples de f(x). 


Para estabelecer um critério que garante quando uma raiz de um polinô- 
mio f(x) é múltipla, precisamos dar a definição da derivada (formal) de 


Fa). 


Definição 5.8 A derivada (formal) de um polinômio f(x) = ana” ++ 
asx? +--+ ax +a em F [ax] é o polinômio dado por: 
Fx) = nage” +- + sast?! +- + Dor + a. 


Note que a derivada de um polinômio constante é o polinômio nulo. Além 
disso, para f(x), g(x) € Fix] e c € F, valem as regras de derivação: 
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2. (f(a) + se) = f(a) + g'(x); 
3. (f(a)g(@))! = False) + f(x)g'(x). 


Observe que no Exemplo 5.5, temos: 
f'@)=32?+22-5 e f(1)=3+2-5=0 
ou seja, a = 1 é raiz de f(x) e é também raiz de f'(x). 


O próximo resultado diz quando situações como esta podem ocorrer. 


Proposição 5.9 Um elemento a € F é uma raiz múltipla de f(x) € Fla] 
se, e somente se, a é raiz de f(x) e de sua derivada f'(x). 


Demonstração: Supondo que a € F seja uma raiz de f(x) de mul- 
tiplicidade m > 2, temos f(x) = (x — a)”g(x), onde g(x) € Flex]. 
Assim, 


f(z) = m(a — "a(o + (x —a)™g'(x), com m-1>1, 
e portanto, f’(a) = 0, ou seja, a é raiz de f'(x). 


Agora, para provar a recíproca, suponhamos que a € F seja raiz de f(x) e 
de sua derivada f'(x). Deste modo, f(x) = (x—a)q(x), onde g(x) € Flax 
e temos: 


Mo) = ale) +(e a)d(e) > Fa) = ala) + (a — a) (a) 

% 0 
e então qla) = 0. Logo, a é raiz de q(x) e portanto, x — a divide q(x). 
Com isso, 


Fx) = (x-a) a(x) =(r—a)’h(x), com h(x) € Fla]. 
(x—a)h(e) 


Deste modo, a € raiz mültipla de f(x). 


Exemplo 5.10 Mostre que a = i é raiz múltipla do polinômio 


em C[z]. 


Basta calcular f(i) e f'(i). Lembrando que i? = —1, temos: 
f@) = Er + 2 + 42% +7442 
ļ 
= 17077427777 +2714 47+ i+ 2 


= (A 2) 42-14 44740 
= ES Em: 


Além disso, 


f(x) = 5x? + 82? + 62? + 82 +1 
e assim, 
IQ) = 5i*+ 82 +62 + 8 + 1 


$ 4 
537° + 8177+ 617+ 8:+ 1 


= 5(-1)(-1) +8(—-1)i+ 6(-1) + 8+ 1 
= 5-8 -6+8 +1=0. 


Logo, pelo resultado anterior, a = i é raiz múltipla de f(x). 


O próximo resultado é sobre as raízes racionais de um polinómio com 
coeficientes inteiros. 


Teorema 5.11 Seja f(x) = a, 1” +---+ax+aç um polinômio em Z[z] 
r 

(coeficientes inteiros). Se o número racional — € Q, com mdc(r,s) = 1, 
s 


é uma raiz de f(x), então r | ao es | an. 


a P r ; 
Demonstração: Considerando — € Q, com mdc(r, s) = 1, uma raiz de 
s 


f(x) = ant" + Gn_12" 1 +- - -+ aiz + a9 € Z|x], temos K) = 0, ou seja: 


r\n r n—l r 
0) re (se) rumo 
S S S 


e assim, multiplicando a igualdade acima por s”, temos 


anr” an ir spare + aps” = 0, (5.1) 
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ou ainda, 
(anr! + ap rs + --- + ms” Dr = —ags”. (5.2) 
Agora, desde que mdc(r,s") = 1, recordemos que sempre que r | qs” 


para algum q € Z, entáo temos r | q. Usando este argumento em (5.2), 
concluímos que r | ao. 


Por outro lado, a expressäo em (5.1) também nos leva a: 


(anar +++ ars? + ass = ar”. (5.3) 


Usando o mesmo argumento como acima, temos que s | ay. 


Exemplo 5.12 O polinômio f(x) = xê —32°+4x2+5 não contém raízes 
T 

racionais. De fato, se tal raiz — existe, então devemos ter r | 3 es | 1, 
S 


ou seja, as possíveis raízes racionais seriam 1, —1, 3 e —3, o que não 
ocorre. 


Exercicios da Aula 5 


(1) Seja K um corpo, f(x) € Klx] ea € K. Mostre que o polinômio 
x — a divide o polinômio f(x) — f(a). 


(2) Determine todas as raízes racionais do polinômio f(x) = 32°? + 2x? — 
12-42, 


(3) Mostre que 2”—2""2—21+2 (n € N, n > 2) é divisível por 2?—-2c-+1. 


(4) Determine todas as raízes do polinômio f(x) = x? +mzx+16 € R [z] 
sabendo que uma delas tem multiplicidade 2. 


e (Vestibular/UFMG 2005) Sejam p(x) = 4x? + bz? + cx + de q(x) = 
ma? + nx — 3 polinômios com coeficientes reais. Sabendo que p(x) = 
(2x — 6)g(x) + x — 10, é INCORRETO afirmar que 

(i) se 10 é raiz de q(x ) então 10 também é raiz de p(x). 

(is) p(3) = 7. 

(iii) d= 18. 
(iv) m = 


(6) Determinar a,b € R de modo que o polinômio f(x) = 1º + axt + 
ba? + bx? + 10x + 1 € R[z] seja divisível por g(x) = (x — 1}. 


(7) Mostre que a = 2i é raiz múltipla de f(x) = 1º — x? + 81º — 872 + 
16% = 16, 


(8) Determinar a,b € R e o maior valor do natural n de modo que o 
polinômio f(x) = x? — ax! + ba? — ba? + 2x +1 € R[x] seja divisível por 
ge) = (2 — 1)”. 


(9) Seja f(x) € K[x] e a uma raiz de f(x) em K. 


(a) Prove que: “a é raiz de multiplicidade m se, e somente se, a é raiz 


de f(x) e de suas derivadas f'(x), f° (x),..., FÐ (x) e f (a) 40” 


(b) Determine a multiplicidade de a = 2 como raiz do polinômio p(x) = 
x* — 9x? + 3072 — 44x + 24. 
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Redutibilidade 
de Polinönios 


AULA6: REDUTIBILIDADE DE POLINOMIOS 
Objetivos: 


Nesta aula daremos a definição de “polinômio redutivel” em Flx], es- 
clarecendo que € extremamente necessário deixar explícito a respeito de 
que corpo F estamos falando. Além disso, veremos como os conceitos de 
ratzes de polinómios em um corpo F e irredutibilidade de um polinömio 
em F|x] estão relacionados. 


Quando estudamos o conjunto dos números inteiros Z, vimos que alguns 
números naturais > 1 náo podem ser escritos como produto de dois na- 
turais, simultaneamente > 1, e estes eram os chamados números primos. 


Vamos ver que no conjunto F[x] temos polinômios que correspondem aos 
primos em Z. Estes são polinômios não-nulos de grau maior que zero e 
que não podem ser escritos como produto de dois polinômios de graus 
maiores que zero em Fz]. 


Definição 6.1 Um polinômio não-nulo p(x) é dito irredutível em Fla] 
se: 


(i) gr(p(x)) > 0 

(ii) Sempre que escrevemos p(x) como um produto p(x) = g(a)h(x), 
onde g(x), h(x) € Fla], então, necessariamente, temos gr(g(x)) = 0 ou 
gr(h(a)) = 0. 


Um polinômio não constante que não é irredutível será chamado de re- 
dutível. 


Usaremos também a expressão “ f(x) irredutível sobre F” para dizer que 
f(x) é um polinômio irredutível em Fx]. 


Segundo a definição acima, se um polinômio f(x) de grau > 1 é redutível 
sobre F, então ele pode ser escrito como um produto 


f(x) = g(x)h(x), com g(x), h(x) € Flv] e gr((g(x)) > 0 e gr(h(x)) > 0. 


Notamos que, independente do corpo F, qualquer polinômio f(x) de grau 
lem F|x] é irredutível sobre F. De fato, se escrevemos 


f(x) = g@)h(@), com g(x), h(a) € Fla] 
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entäo, usando o Teorema 2.13 temos: 


er(f(x)) = er(g(x))h(x)) = gr(g(x:)) + gr(h(x)) 


=1 


e assim, gr(g(z)) = 0 e gr(h(x)) = 1 ou gr(g(x)) = 1 e gr(h(x)) = 0. 


Exemplo 6.2 O polinômio x? +1 é irredutível em R[x], mas é redutivel 
em C[x], pois 


x? +1=(2-i)(r+i) 
SS “SS 
EC[x] EC[x] 


Observe que, como a = 1 é raiz de f(x) = x? — x? — 2x +2 € Qa], então 
podemos ver que 


Ha) = (z — 1)(2" — 2). 


Assim, f(x) é redutível em Q[x]. Esta observação, junto com o exemplo 
acima, sugere que questões de irredutibilidade podem envolver o conceito 
de raiz de um polinômio. 


Proposição 6.3 Se f(x) € Flx] é polinômio de grau n > 2 possui uma 
raiz em F, então f(x) é redutível em Fx). 


Demonstração: Se a € F é raiz de f(x), então pelo Teorema 5.3, 2 — a 
divide f(x), ou seja, podemos escrever 


f(x) = (z-a) g(x) , onde g(x) € Fla]. 
oe ee 
grau n grau 1 grau n—1 


Como n > 2 então n — 1 > 1 e assim vamos ter f(x) redutível em F'[z]. 


Problema 6.4 A recíproca do teorema anterior é verdadeira? Ou seja, 
se f(x) € Flx] é polinômio de grau n > 2 que é redutível em Fx], então, 
f(x) tem uma raiz em F? 


Solução: Não é verdade. Por exemplo, o polinômio f(x) = x! + 5x? +6 
é redutivel em R[x], pois temos 


xt +527 +6 = (x? + 2)(x? + 3). 


Mas as raízes de z? + 2 e de x? + 3 não são reais, ou seja, f(x) não tem 
raízes em R. 


No exemplo dado acima, o polinômio f(x) envolvido era de grau 4. No 
próximo resultado, veremos que a recíproca da Proposição 6.3 vale se o 
polinômio for de grau 2 ou 3. 


Teorema 6.5 Se f(x) € Flx] — {0}, gr(f(x)) = 2 ou 3, então f(x) é 
redutível em F|x] se, e somente se, f(x) tem raízes em F. 


Demonstração: Já sabemos que se f(x) tem raízes em F, ele é redu- 
tível em F[x]. Agora assumindo que f(x) é redutível em F'[x], devemos 
mostrar que ele tem pelo menos uma raiz em F. Vamos analisar o que 
ocorre se gr(f(x)) = 2. 


Sendo redutível, podemos escrever: 


f(x) = g(x)h(x), com g(x), h(x) € Fiz] e gr((g(x)) > 0 e gr(h(x)) > 0. 


Mas então gr(f(x)) =gr(g(x))+gr(h(x)) e devemos ter gr(g(x)) =gr(h(x)) 
1, pois gr(f(2)) = 2. 
Assim, os polinômios g(x) e h(x) têm raízes em F e com isso, f(x) tem 


raízes em F. A demonstração para o caso em que gr(f(x)) = 3 fica como 
exercício. 


Exemplo 6.6 Sep é um número primo, o polinômio f(x) = x? — 2px + 
p? € Qlz] é irredutível sobre Q. 


Já que gr(f(x)) = 3, pelo teorema anterior, basta ver que f(x) não possui 
raízes racionais. Mas pelo Teorema 5.11, se © € Q, com mdc(r,s) = 1, 
é raiz de f(x), então r | p’ es | 1. Como p é primo, as possíveis raízes 
racionais de f(x) são 


1, —1,p, —p, p’, -p°,p°, —p? 


e desde que f(x) não se anule para nenhum destes valores, de fato f(x) 
não possui raiz racional e assim, é irredutível sobre Q. 


Vamos provar agora um resultado que diz respeito às raízes complexas 
de um polinômio com coeficientes reais e, em seguida, vamos comentar 
sobre sua relação com a redutibilidade. 
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Teorema 6.7 Seja f(x) = ana” +-:-+ ax + ao um polinômio em R[x] 
(coeficientes reais). Se o número complexo z = a+ pi € C é uma raiz 
de f(x), então seu conjugado Z = a — Bi também é raiz de f(x). 


Demonstração: Consideremos f(x) = anz” + --- + ax + a € Rlx] e 
suponhamos que z = a+ Pi € C seja uma raiz de f(x). Deste modo: 


F(Z) = anz” +--+ aiz + ay = 0. 


Observe inicialmente que como a; € R temos a; = a, Vi = 1,--- ,n. 
Vamos calcular f(Z): 
F(Z) = + +012 +40 


ün Z” +: +a 2+% 
Anz” +- +aız + ao = 0. 


Portanto, Z = a — Pi também é raiz de f(z). 


É preciso tomar cuidado com o Teorema 6.7 para não cometer erros. 
Sempre devemos atentar para o fato dos coeficientes do polinômio serem 
reais. Por exemplo, o polinômio f(x) = x? + 2ix + 3 possui o número 
complexo z = i como raiz pois: 


fi) = 4 +23i-i+3=-1-24+3=0 


= 
mas o conjugado Z = —i não é raiz de f(x) já que: 


Hoi) = (Ol +2i(i) +3 = 14243 =470. 


-1 —i2=1 


Isto aconteceu porque f(x) não tem coeficientes reais. 


Problema 6.8 O que o Teorema 6.7 nos informa a respeito da reduti- 
bilidade do polinômio f(x) € R[x] sobre R? 


Solução: Suponhamos que f(x) seja um polinômio em R[x] que possui 
uma raiz z = a + i em C. Neste caso, o Teorema 6.7 nos garante que 
Z=a— Pi também é raiz de f(x) e deste modo: 


g(x1)=x=—z divide f(x) e h(x)=z-—z divide f(x) em C[z]. 


Pela Proposição 4.9, temos g(x)h(x) divide f(x). Mas, por (1.2): 


g(a)h(x) = (z= 2)(2 =z) =a? -(z+Z)a+ 22 
— = 
2aER a?+B?ER 


ou seja, temos x? — 2ax + a? + 8? um polinômio com coeficientes reais 
que divide f(x) em C[z], o que significa que 


f(x) = (£? — 207 +a? + 8°) g(x), com g(x) e C[z]. 


N 


ER[z] 


A principio, nada podemos concluir a respeito dos coeficientes de g(x) 
(não podemos afirmar ainda que eles são reais) mas na próxima aula, 
vamos ver que de fato x? — 2ax + a? + 3? divide f(x) em Riz]. 


Observe ainda, que iniciamos supondo que f(x) é um polinômio em R[z] 
que possui uma raiz complexa. Este & outro fato que sempre & verdadeiro 
(conforme veremos na pröxima aula). 


Exemplo 6.9 Como exemplo do Teorema 6.7 e do que foi comentado 
acima, vamos determinar o polinômio mönico f(x) € R[x] de grau 3 que 
possui z = 1 + 2i € C e a = 3 como raízes. 


Vamos ter que Z = 1 — 2i também é raiz de f(x) e assim, 
(x —z)(x —Z) = 2? —22+5 
divide f(x) em Clx], ou seja, 
f(x) = (a? -2x2+5)h(z), onde h(x) € Clx] e gr(h(z)) = 1. 


Mas, como f(x) deve ser mönico, h(x) deve ser da forma x — c, com 
cEC. Agora, desde que a = 3 é raiz de f(x) temos 


— 


=0 z0 h(a) 


Fa) = (a? — 2a + 5) (a— c) 


e assim, 0=a-—c=3-—c => c=3, ou seja, h(x) =x—3 e portanto 


f(z) = (x? — 2x +5) (a — 3) = z? — 52? + 112 — 15. 


Finalizamos com uma observacäo muito importante. A redutibilidade de 
um polinómio sobre um corpo F' depende essencialmente do corpo. De 
fato, um polinômio pode ser irredutível sobre um corpo F e ser redutivel 
sobre outro corpo K, conforme mostra o exemplo abaixo. 
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Exemplo 6.10 Vamos mostrar que o polinômio f(x) = xt +1 é irredu- 
tivel sobre Q, mas é redutivel sobre R. 


Se f(x) fosse redutivel sobre Q, ele poderia ser escrito como: 


Ha) = gle) Me) 
EQ[z] €Q[x] 


onde os graus de g(x) e h(x) súo maiores ou iguais a 1. 


Como gr(f(x)) =gr(g(x))+gr(htx)), oS ter gr(g(x)) = 1 e gr(h(x)) = 
3 (ou vice-versa) ou gr(g(x)) =gr(h(x)) = 


Se o grau de um deles € 1, isto significa que este polinómio tem raiz em 
Q e desta forma f(x) teria raiz em Q. 


x ; a : À : r 
Mas podemos ver que f(x) não possui raízes racionais, pois se — € Q 


s 
fosse uma raiz de f(x), pelo Teorema 5.11 teríamos r |1 es | 1 e assim, 
esta raiz deveria ser 1 ou -1, o que não ocorre. 


A outra opção é que os graus de g(x) e h(x) sejam ambos iguais a 2, 
mas você pode mostrar que não podemos escrever f(x) = g(x)h(x) com 
g(x), h(x) € Qlx] e gr(g(x)) =gr(h(x)) = 2 (este é o Exercício 5). 


Desta forma, f(x) é irredutível sobre Q. 


Por outro lado, note que 


PAi = atlas 
SA pr, 


(2° + 27? +1) — 2x? 
(x? + 1)? — (20)? 
= (a? +1 — V22)(2? +1 + V2z) 


eR[x] eR[x] 


onde, na última igualdade usamos a fatoracáo de diferenca de quadrados, 
ou seja, A? — B? =(A—B)(A+ B). 


Desta forma, f(x) é redutivel sobre R. 


Exercicios da Aula 6 


(1) Faca a demonstracäo do Teorema 6.5 para o caso e que o grau do 
polinómio é 3. 


(2) Verifique se cada polinómio abaixo é irredutível sobre o corpo indi- 
cado. 

(a) xt +81? + 15 sobre Q. 

(b) x! +9 sobre R. 


(c) x? + 4 sobre Q. 


(d) 14 + z? +z +1 sobre R. 
(e) 2? — 8 sobre Q. 


(£) 2x? — p sobre Q (p primo). 


(g) x? — px? — 2p°x + p sobre Q (p primo). 


(3) Determine o polinômio mónico f(x) € R|z] de grau 5 que possui 
z1 = 1 + 3i, z2 = 2 — i € C e a = 7 como raízes. 


(4) Sabendo que f(x) € R[x] é um polinômio mónico com gr(f(x)) = 8 
para o qual z4 = 3 — i e z2 = 1 + i são raízes de multiplicidade 2 em C, 
detemine todos os coeficientes do polinômio f(x). 


(5) Mostre que polinômio f(x) = x? + 1 não pode ser escrito como um 
produto g(1)h(x) com g(x), h(x) € Q[z] e gr(g(x)) =gr(h(z)) = 2. 


(6) Prove que o polinômio f(x) = 24+ 2x27 +2 € Q|x] é irredutível sobre 
Q, mas é redutivel sobre R. 


(7) Sejam f(x), p(x) € Flx] tais que p(x) é irredutível sobre F. Mostre 
que: 


(a) Se f(x) | p(x), então f(x) é um polinômio constante ou f(x) = cp(x), 
para algum c € F. 


(b) Se p(x) não divide f(x) em Flx], então, mde( f(x), p(x)) = 1. 
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O teorema 
fundamental da Algebra 


AULA 7: O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRA 
Objetivos: 


Apresentaremos o clássico Teorema Fundamental da Álgebra que garante 
que as raízes de um polinómio com coeficientes no corpo dos números 
complexos C estão todas em C. Como uma consequência, classificaremos 
os polinômios irredutíveis em R[x]. 


No início do Capítulo 5, vimos exemplos de polinómios com coeficientes 
em um corpo F que não possuem raízes neste corpo F: 


f(z) =x? — 2 € Qlx], não possui raízes em F = Q, 


f(x) = 72 +1 € R[x], não possui raízes em F = R. 


O Teorema Fundamental da Álgebra, provado por Gauss em sua tese de 
doutorado em 1798, garante que este fato náo ocorre com polinómios com 
coeficientes complexos. 


Teorema 7.1 (Teorema Fundamental da Álgebra) Todo polinómio 
f(x) e Cla] de grau n > 1 possui pelo menos uma raiz complexa. 


Apös a publicacäo da prova original de Gauss para este teorema, a qual é 
baseada em várias considerações geométricas, muitas outras demonstra- 
ções foram dadas e todas elas também envolvem conceitos não-algébricos. 


Existem também demonstrações que utilizam conceitos básicos sobre fun- 
ções de várias variáveis complexas, mas estão além dos conhecimentos 
apresentados até aqui, por isso não faremos a demonstração deste resul- 
tado neste texto. 


Observação importante: O que o Teorema Fundamental da Álgebra 
diz é que, ao considerarmos um polinômio em Fx] com F C C, este 
polinômio tem raízes em C. Mas é claro que este polinômio pode ter 
raízes em um corpo contido em C, como por exemplo 


f(x) = (2? +1)(x?-2) € Q[z], possui raízes +tV2€ERCC etie C. 


Outra observação importante: Com o Teorema Fundamental da Äl- 
gebra, podemos afirmar que um polinômio f(x) € Clx] de grau n > 1 
contém todas as suas raízes em C. 
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De fato, tomando uma raiz z € C de f(x) temos f(x) = (x — z)g(x), 
com g(x) € C. Se grg(x) > 1, então g(x) possui raiz em C e repetimos 
o processo. Desta forma, temos o seguinte corolário cuja demonstração 
ficará como exercício. 


Corolário 7.2 Se f(x) € Cla] é um polinômio de grau n > 1, f(x) 
possui n raízes Z4,°+* ,Zn em C e pode ser escrito como 


f(x) = k(x — z1) (£— zn), onde keC. 


Além disso, vamos ter o seguinte resultado que classifica os polinômios 
irredutíveis sobre C. 


Corolário 7.3 Um polinômio f(x) em Clx] é irredutível sobre C se, e 
somente se, f(x) tem grau 1. 


Demonstração: Claro que se gr(f(x)) = 1, temos f(x) irredutível sobre 
C. Reciprocamente, se f(x) é irredutível sobre C e de grau n, então n 
não pode ser > 1, pois se for, será um produto como no Corolário 7.2 
com mais de um fator e assim, será redutível sobre C. Esta contradição 
garante que n = 1 


Como mais uma consequência do Teorema Fundamental da Algebra te- 
mos o próximo resultado. 


Corolário 7.4 Todo polinômio f(x) € R[x] de grau ímpar possui pelo 
menos uma raiz real. 


Demonstração: Pelo Teorema Fundamental da Álgebra, f(x) tem uma 
raiz em C. Agora, pelo Teorema 6.7, as raízes complexas aparecem em 
pares (raiz z e raiz conjugada Z) e como f(x) tem grau ímpar, não é 
possível que todas as raízes de f(x) sejam complexas da forma a+ßi € C, 
com 5 # 0. Portanto, pelo menos uma das raízes deve ser real. 


Problema 7.5 Como classificar os polinômios em R[x] que são irredu- 


Solução: Isto nos faz retornar ao Problema 6.8. 


E claro que os polindmios de grau 1 e os polinömios de grau 2 que nao 
possuem raízes reais são irredutíveis sobre R. Vamos ver que um polinó- 
mio em R[x] que é irredutível sobre R é exatamente de um destes dois 
tipos. 


Suponhamos que f(x) € R[x], com gr(f(x)) =n > 3, seja um polinômio 
irredutível sobre R. 


Neste caso, f(x) não possui raízes reais mas já sabemos que f(x) possui 
uma raiz z = a+ Pi em C, com 8 4 0 e também sabemos que sua 
conjugada Z = a — Bi é raiz de f(x). 


Assim, conforme o raciocínio feito no Problema 6.8, obtemos o polinômio 


h(x) =x? — 2ax +a? + 8º € Riz] 


que divide f(x) em C[{z]. Mas pelo Lema de Euclides (Teorema 3.1), 
existem q(x), r(x) € R[x] tais que 


f(x) = A(x)g(x) + r(x), comr(x)=0 ou er(r(x)) <1. 


De qualquer forma, podemos escrever r(x) = ao + ayx, com ap, a1 ER e 
temos 

f(z) = A(z) a(z) + rlz). 

E 


Assim, r(z) = ao + ar(a + Bi) = 0 e isto implica em: 
a+ma=0 e af=0 


e como 5 % 0 temos a; = 0 e, consequentemente, ao = 0. Portanto, 
r(x) = 0 e assim, 


f(x) = h(x)q(a), com h(x), q(x) € Rive gr(h(=)) = 2, gr(a(r)) =n-2 > 1. 


o que é um absurdo pois consideramos f(x) irredutível sobre R. 


Assim, acabamos de provar o seguinte. 


Proposição 7.6 Se a+ bi € C é raiz de f(x) € Riaz], então 


f(x) = (x? — 207 +a? + B?)q(x), com q(x) € Riz]. 


irredutível sobre R se, e 


Corolário 7.7 Um polinômio f(x) € Ria] é 
)=2 e f(x) não possui raízes em 


somente se, gr(f(x)) = 1 ou gr(f(x) 
R. 
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O Teorema Fundamental da Algebra garante a exist@ncia de raizes com- 
plexas para polinômios f(x) € C[z] com grau > 1, mas nada informa 
sobre um método para determinä-las. Este problema é equivalente a 
busca de solucóes para uma equacäo algébrica, que definimos a seguir. 


Definição 7.8 Uma equação algébrica em F é uma equação do tipo 
f(x) = 0 onde f(x) € Flx] é um polinômio. O grau da equação é definido 
como o grau do polinômio f(x). 


Exemplo 7.9 x? — 4z +2 = 0 é uma equação algébrica de grau 3 em R 


pois f(x) = 124142 é um polinômio e gr(f(x)) = 3, mas = +52-1 = 0 
ki 


~ z ~ 2 . . 3 ~ / . . 
não é uma equação algébrica, pois — + 5x — 1 não é um polinômio. 
x 


Note que as soluções de uma equação algébrica f(x) = 0 são as raízes 
do polinômio f(x). Vamos verificar como determinar tais soluções para 
equações f(x) = 0 onde f(x) € R[x] é um polinômio de grau n, com 
2<n<4. 


CASO 1: gr(f(x)) = 2. Neste caso, considere f(x) = ax?*+bx+c € R[x] 
de grau 2 e a equação f(x) = 0, ou seja, 


ax? +br+c=0. (7.1) 
Dividindo a equação acima por a # 0, temos 
b b 
a(ar4 a= £) =0 > ++. 
a a a a 


Agora, completando quadrados, obtemos 


pets d a 2 i 
u a a 2a 2a 


ou seja, 
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2 
) diferença de quadrados 


b b2 — 4ac b vb? — 4ac 
ro 
2a 2a 2a 2a 


ee (, 4 Pv ies) 


2a 2a 


e desta forma, temos que as soluções da equação polinomial (7.1) são 
dadas por 


a —b — yb? — Aac E —b + yb? — 4ac 
ps 2 = A 
2a 


> (7.2) 


E claro que você já conhecia as expressões para as soluções da equação 
(7.1) dadas acima, o que fizemos foi esclarecer como obtê-las. 


O primeiro registro das equações polinomiais do segundo grau foi feita 
pelos babilônios. Na Índia, as equações polinomiais do segundo grau 
eram resolvidas completando quadrados. De fato, a forma de resolução 
acima foi apresentada geometricamente por Al-Khowárizmi, no século 


IX. 


Convém lembrar que na Índia muitos foram os grandes matemáticos na 
segunda metade da Idade Média, entre eles Bhaskara (1114-1185). Em 
seu tratado mais conhecido, o Lilavati, ele apresentou numerosos pro- 
blemas sobre os tópicos favoritos dos hindus, como equações lineares e 
quadráticas, progressões aritméticas e geométricas, radicais e outros. 


Devido a isso, um erro clássico cometido por alguns autores é apresentar 
as raízes de uma equação polinomial de grau 2 em função dos coeficientes, 
como sendo a fórmula de Bhaskara. Devemos ficar atentos para não 
cometer este erro, ou seja, não devemos nos referir as soluções em (7.2) 
como fórmula de Bhaskara. 


Com as expressões das soluções dadas em (7.2), podemos melhorar o 
Corolário 7.7. 
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Corolärio 7.10 Um polinômio f(x) é irredutível em R[x] se, e somente 
se, f(x) tem grau 1 ou f(x) tem grau 2 e é da forma ax? + bx +c com 
b? — 4ac < 0. 


CASO 2: gr(f(x)) = 3. Neste caso, considere f(x) = ax?+bx?+cr+d € 
R[x] de grau 3 e a equação f(x) = 0, ou seja, 


ar? + bx? +cx+d=0. (7.3) 


Inicialmente, fazemos uma mudança de variável, isto é, substituímos x 


b 
por y — — e consideramos a equação f(y — a.) = 0. Dividindo esta 
a 


equação por a 4 0 obtemos uma equação do tipo: 
y +py+g=0, (7.4) 


onde 
cy d be 2b? 


HTa age a 3a2 2743 
Para obter as soluções da equação (7.4), escrevemos y = u + v e assim, 
(7.4) se torna: 


(u+v)? + p(u+tv)+q=0, 


ou seja, 
u? +v? + (suv +p)(u+v)+q=0. 


Desta forma, se encontrarmos os números u e v satisfazendo: 


então, u+v será solução da equação (7.4) e, consequentemente, u+v — Ja 
a 
será solução da equação (7.3) devido à mudança de variável feita no início. 


3 


Mas note que se uv = = então uv? = = Isto significa que estamos 
procurando u e v tais que 
3 
u+ =q e uy = 4 


27 


e portanto, u? e v? são as soluções da equação de grau 2: 
3 


2 P? 
w + qu 27 


ou seja, 


Para obtermos a raiz u + v da equação (7.4), basta determinarmos as 
trés raizes cúbicas de u (ou entäo de v) e usar a igualdade uv = u para 


encontrar o valor correspondente a v (ou u, se for o caso). 


Desta forma, assim como as solucóes de uma equacáo de grau 2, as so- 
luções de equações polinomiais de grau 3 são dadas por expressões que 
envolvem somas, subtrações, multiplicações e divisões de radicais. 


CASO 3: gr(f(x)) = 4. Ao considerar f(x) =ax*+ba*+cx?+dx+e € 
R[x] e a equação ar*+bx*+cx?+dx+e = 0, de modo análogo ao anterior, 


y b 
va Aa 


Y + py +q=ry. (7.5) 


substituindo x por podemos reduzir tal equacäo para uma 


equacäo do tipo: 


A partir daqui, o método consiste em arrumar os termos da equacäo de 
forma que ela seja escrita na forma 


(u? + A)? =(Bu+ Cy 


cuja solucäo pode ser obtida através dos métodos de solucäo de equacäo 
do segundo grau. Observamos que (7.5) é equivalente a 


y +qt2Vqy =ry — py? +2yqy* 
+ eee” eS mm 
(y2+./q)? ry+(2./q—p)y? 


e assim, somando termos envolvendo uma nova variävel w dos dois lados 
da igualdade acima, obtemos 


(y + Yg+w)” (2/9 — p + 2w)y? + ry + 2w/q + w’ 
n T+ 
(*) (**) 


Daí a expressão em (x) já é da forma (u? + A)? e para que a expressão 
em (**) seja da forma (Bu + C)?, & necessärio que o termo de grau 1 
em y (que é r) seja o dobro da raiz quadrada do produto do termo de 


ee ee 
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grau 2 em y (que é 2,/q — p+ 2w) pelo termo de grau 0 em w (que é 
2w,/q + w°). Ou seja, devemos ter 


4(2,/q — p + 2w)(2w/q + w°) -r?° =0 
que, expandido, gera a equacáo do terceiro grau: 
Sw? + (24, /q — 4p)w* + (16q — 8pyq)w —r?=0 


Logo, repetindo o processo do Caso 2, vemos que as raízes de uma equa- 
ção de grau 4 também serão dadas por expressões que envolvem radicais. 


CASO GERAL: Existem equações de grau maior ou igual a 5 cujas so- 
luções não podem ser expressas por meio de radicais. De fato, não existe 
uma fórmula geral que exiba as soluções de equações polinomiais de grau 
> 5 utilizando apenas operações de adição, subtração, multiplicação, di- 
visão e extração de raízes, conforme ocorre para o caso n < 4. Este 
importante resultado foi provado no século XIX por Abel (1802-1829) e 
Galois (1811-1832). 


Exemplo 7.11 Determine as raízes da equação polinomial de quarto 
grau 
+32] +1=0. (7.6) 


Neste caso, basta observar que estamos com uma equação que geralmente 
é chamada biquadrática, assim basta considerar y = x? e resolver a 
equação de grau 2: 

y +3y+1=0. 


Dessa forma, as soluções da equação acima são dadas por: 


348 


Yi 2 2 


Ya 


Portanto, as soluções de (7.6) são: 


PS PAPA A 


Exercicios da Aula 7 


(1) Prove o Corolario 7.2. 


(2) Seja f(x) € R[x] um polinômio mónico com gr(f(x)) = 6 para o qual 
z = 2 — i é uma raiz em C. Se V3 e —y3 são raízes de multiplicidade 2 
de f(x), entáo: 


(a) Mostre que f(x) náo possui raízes racionais; 

(b) Considerando g(x) € R[x] um polinômio tal que gr(g(x)) = 2 e 
g(5) = 0, mostre que o polinômio h(x) = f(x)g(x) possui exatamente 
seis raizes reais. 


(3) Verifique se é possível existir um polinômio f(x) com gr(f(x)) = 5 
tal que: 


(a) f(x) € Riz] e f(x) possui 3 raízes reais e 2 raízes complexas; 
(b) f(x) e Clx] e f(x) possui 2 raízes reais e 3 raízes complexas; 
(c) f(x) € Ria] e f(x) possui 2 raízes reais e 3 raízes complexas. 


we 


(4) (Vestibular/UFMG 1999) O número complexo 2 + i é raiz do polinö- 
mio p(x) = x? + ax? + bx + 15, em que a e b são números reais. 
(i) Determine os valores de a e b. 


(ii) Para os valores de de a e b obtidos no item anterior, calcule 


p(i) E 
+i 


escreva a resposta na forma c + di, sendo c e d números reais. 


(5) (Vestibular UFMG/2003) Sabendo-se que p(1+2i) = 0, calcule todas 
as raízes do polinômio p(x) = x? + x? + 132? + 52. 


(6) Sabendo que f(x) € R[x] é um polinômio que tem z = V3 + 2i como 
uma raiz, determine um polinômio g(x) € R[x] de grau 2 que divide f(x) 
em R[z]. 


(7) (Vestibular/UFMG 2006) Considere o polinômio p(x) = x? — 2mx? + 
2m — 1 € Ríx], sendo m > 5. 


(a) Calcule as raizes de p(x) em funcäo de m. 
(b) Determine os valores de m para que p(x) tenha quatro raízes distintas 
e em progressáo aritmética. 
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Fatoracao em 
Polinömios irredutivveis 


AULA 8: FATORACAO EM POLINOMIOS IRREDUTIVEIS 
Objetivos: 


Vamos apresentar o teorema que mostra que um polinômio em F|x] pode 
ser escrito como um produto de polinômios irredutíveis em Flx], o que 
garante, de uma certa forma, a extensáo do Teorema Fundamental da 
Aritmética para o conjunto F|x] e o conceito de número primo dada no 
conjunto dos números inteiros para a noção de “polinômio irredutível” 
em Flex] . 


Os polinômios irredutíveis têm um papel fundamental no conjunto F[z], 
assim como os números primos no conjunto dos números inteiros Z. De 
fato, sabemos que se um número primo p divide um produto de inteiros 
ab, então, p divide a ou p divide b e o próximo resultado garante a situação 
correspondente para polinómios. 


Teorema 8.1 Sejam h(x), g(x), p(x) polinômios em Flx] com p(x) irre- 
dutível sobre F. Se p(x) | h(x)g(x), então p(x) | h(x) ou p(x) | g(x). 


Demonstração: Suponhamos que p(x) | h(x)g(x). Queremos mostrar 
que p(x) | h(a) ou p(x) | g(a), ou seja, se p(x) não divide g(x), devemos 
garantir que p(x) | h(x). 


Usando o Exercício 7 da Aula 6, temos que mde(g(x),p(x)) = 1. Assim, 
pelo item (1) da Proposição 4.9, temos p(x) | h(x). 


Claro que o resultado anterior pode ser generalizado para um produto 
com um número n de fatores (a demonstracäo é um exercicio). De fato, 
vocé pode provar o seguinte corolário por inducáo sobre n. 


Corolário 8.2 Sejam p(x), f(x), + , falx) € Flx] com p(x) irredutível 
sobre F. Se p(x) | fi(a)--- fn(x), então p(x) divide um dos fatores f;(x). 


Vamos provar agora a existéncia da fatoracäo de um polinömio nao cons- 
tante em F[x] (ou seja, de grau > 1) em polinômios irredutiveis sobre F 
e, em seguida, garantir a unicidade desta decomposicäo quando os fatores 
envolvidos sao poliömios mónicos. 
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Teorema 8.3 (Existência da Fatoração) Todo polinômio em Fla], 
de grau > 1, é irredutível ou se escreve como um produto de polinômios 
irredutíveis sobre F. 


Demonstração: Vamos mostrar que se f(x) € Flx] é um polinômio 
de grau n > 1, a fatoração em polinômios irredutíveis é possível. A 
demonstração será feita por indução sobre n. 


É claro que se n = 1, o resultado é verdadeiro, pois todo polinômio de 
grau 1 é irredutível. 


Agora, suponhamos que o resultado seja verdadeiro para todo polinômio 
de grau < n, ou seja, nossa hipótese de indução é que qualquer polinômio 
em Flx] de grau < n é irredutível ou se escreve como um produto de 
irredutíveis sobre F. 


Se f(x) é irredutível sobre F, nada temos a fazer. Caso contrário, f(x) é 
redutível sobre F e portanto, de acordo com a Definição 6.1, f(x) pode 
ser escrito como um produto 


onde g(x) e h(a) são polinômios em F[x] de grau > 0. Mas, pela Propo- 
sição 2.13, temos 


gr(f(1)) = er(g(x)) + ex(A(z)) 


e assim, gr(g(x)) < ne gr(h(x)) < n. 


Desta forma, aplicamos a hipótese de indução em g(x) e h(x), ou seja, eles 
são irredutíveis ou podem ser escritos como produto de irredutíveis sobre 
F. Isto prova que f(x) pode ser escrito como produto de irredutíveis 
sobre F e o teorema está provado. 


Exemplo 8.4 Vamos fatorar o polinômio f(x) = 2x? + 2x — 12 € Qlx] 
como um produto de polinômios irredutíveis sobre Q. 


Temos que a = 2 é raiz de f(x) e assim: 


f(a) = (x — 2) (2x + 3) = (2a — 4) (a +3) = 2 (2-D(1+3). 
Ss n~ SP A gr NL 
irredutível irredutível irredutível irredutível constante mönicos irredutíveis 


A partir do exemplo anterior, notamos que pode existir mais do que uma 
fatoração em polinômios irredutíveis em Fx], mas esta fatoracäo é única 
a menos de constantes, ou seja, de polinómios de grau zero. Vamos provar 
este fato no próximo resultado. 


Teorema 8.5 (Unicidade da Fatoracäo) Todo polinómio f(x) em 
Flx] de grau > 1 pode ser escrito de maneira única como um produto 


f(x) = cola) + +: pnl), 


onde c € F é uma constante e pi(x),--- ,pnlx) € Fla] são polinômios 
mönicos irredutiveis sobre F. 


Demonstracáo: Já sabemos que a fatoracáo é possível, de acordo com 
o Teorema 8.3. A prova da unicidade da fatoracáo será feita por inducáo 
sobre o número n de fatores mónicos irredutíveis na decomposicáo. 


Se o número de fatores for n = 1, é claro que o teorema vale. 


Suponhamos que o resultado seja verdadeiro quando o número de fatores 
é igual an — 1, ou seja, se um polinômio tiver uma fatoracáo 


onde € € F e temos k = n — 1 polinômios mónicos irredutíveis, então, 
esta fatoração é única a menos de ordenação de fatores. 


Vamos mostrar agora que o teorema é verdadeiro quando temos uma 
decomposição com n fatores mônicos irredutíveis. Para isto, suponhamos 
que 


Fla) = cpa) e: pole) 


onde cada p;(x), 1 < i < n, é polinômio mônico irredutível sobre F e que 


f(x) = kqi(2) ++ qmiz) 


seja uma outra decomposicäo de f(x) em polinómios mónicos e irredutí- 
veis sobre F. 


Assim, temos 
cpi(1) +++ plz) = kqi (2) +++ qm(®) (8.1) 


e portanto, c = k pois este é o coeficiente do termo de maior grau de 


Fx). 
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Além disso, como p;(x) divide q(x) -++dm(x), pelo Corolário 8.2 temos 
pi(x) divide q;(x) para algum j. 


Reordenando os fatores, se necessário, podemos assumir que 7 = 1, ou 
seja, pi(x) | qi(x). Como qı(x) é irredutível e pı(x) é não constante, 
teremos p(x) = q(x), já que ambos são mônicos. 


Cancelando as constantes e os polinômios pi(x) = qı(x) em ambos os 
lados da igualdade (8.1), obtemos 


e assim, o polinômio h(x) = pa(x) - - - pn(1) possui dois decomposições (A) 
e (B) como produto de irredutíveis e mónicos, sendo que a decomposicäo 
(A) tem n — 1 fatores. 


Aplicando a hipótese de indução à h(x), concluímos que n = m e após 
reordenação dos fatores, se necessário, concluímos que p;(x) = q;(x), para 
i =2,--- n. Desta forma, o teorema está provado. 


Vamos finalizar com alguns exemplos destacando a importáncia da espe- 
cificacáo do corpo sobre o qual a fatoracáo é realizada. 


Exemplo 8.6 Fatore o polinômio f(x) = 2x° — 524 — 272 +5 como um 
produto de polnómios mónicos e irredutíveis sobre os corpos Q, R e C. 


Inicialmente, observamos que f(x) pode ser agrupado de acordo com seus 
coeficientes iguais, ou seja, 
f(x) 22° — 22? — 52° +5 
22?(2°-1) — 5(x* — 1) 
(2x? — 5)(x* — 1) 
5 

2 (2? — 5 (1? — 1) (£? +1). 

E SSS a 

pila 


pa(x) p3(x) 


Cada um dos polinômios, pı(x),p2(x) e ps(x) é mónico, precisamos ve- 
rificar a redutibilidade sobre cada corpo Q, R e C. 


— Be 7 5 5 nen of 
Temos que pı(x) = x? — 3 é de grau 2 e suas raízes, YE e —/3, não são 
racionais. Portanto pı(x) é irredutível sobre Q, mas é redutível sobre R 


e sobre C, pois 


nr te). 


aa ER 
irredutivel irredutivel 
sobre R sobre R 


Claro que po(x) = x? — 1 é redutivel sobre Q pois po(x) = (x —1)(x +1), 
mas p3(x) = 12 +1 é irredutível sobre Q e sobre R, pois tem grau 2 e 
suas raízes estão fora de Q e de R. Por outro lado, 


p3(x) = (a — (x +7) em Cla]. 


Deste modo, temos: 


N: — 


Em Ql]: fa) =2 (>) @-) (+1 (+1) 


irredutível irredutível irredutível 


pe sobre Q sobre Q sobre Q 
5 5 ; 
Em Riz]: f(e)=2(z-ıl< x-z) (@-1) (+1) (e+l). 
2 2 ço O A ND 
nd irredutível irredutível irredutível 
irredutível irredutível sobre R sobre R sobre R 
sobre R sobre R 
5 5 f ; 
Em Cla]: f(x) =2 2-42 r-z) (@-1) (2x+1) (24%) (z-i). 
2 2 SY NO NT SO 
irredutível irredutível irredutível irredutível 
irredutível irredutível sobre C sobre C sobre C sobre C 
sobre C sobre C 


Observação final: Para finalizar, observamos que na fatoração de um 
polinômio com coeficientes reais: 


Fx) = pi(x) +++ pela), 


como produto de irredutiveis p¿(1), 1<i< k, temos: 


> Se a fatoração é feita sobre R, ou seja, se os fatores p;(x) € R[x], cada 
pi(x) é de grau 1 ou 2, de acordo com o Corolário 7.7. 


> Se a fatoração é feita sobre C, ou seja, se os fatores p;(x) € Clx], cada 
pi(x) é de grau 1, de acordo com o Corolário 7.3. 
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Exercicios da Aula 8 


(1) Prove o Corolário 8.2. 


(2) Considere os polinômios em Q[z]: 
g(x) = 22° = 62* + (a + b + 2)z? — az? + (c — Dx + 3, 
f(z) = (a+1)2° + (a —1)2° + 2bx* — ca? — d 
e suponha que f(x) = g(x). 
(a) Determine os valores de a,b,c e d. 


(b) Escreva h(x) = ax? + ba? + cx? + d como produto de polinômios 
irredutíveis: 


(i) sobre Q, (ii) sobreR e (iii) sobre C. 


(3) Seja f(x) € R[x] um polinômio mónico com gr(f(x)) = 6 para o qual 
z = 3 — i é uma raiz em C. Se y5 e —v5 são raízes de multiplicidade 2 
de f(x), então escreva o polinômio f(x) como um produto de polinômios 
irredutíveis sobre Q, sobre R e sobre C (justifique a irredutibilidade). 


(4) Escreva cada um dos polinômio abaixo como um produto de polinô- 
mios irredutíveis e mônicos sobre Q, sobre R e sobre C. 


(a) 52° — 31º — 5x? + 3. 
(b) 2? — 7x? + 2x? — 14. 


(c) 5 +2%-2-1. 


(5) Considere 


f(a) = ea). pn) e gl) = kpi (£) pp” (2) 


as decomposicöes de dois polinômios f(x), glx) € Fa] em fatores móni- 
cos irredutíveis p;(x) € Fix], onde a; > 0 e 6; > 0, paral <i<n. 


Mostre que: 
(a) mde( f(x), g(x)) = pr (x) -- -p (x), onde y, = min{a;, bi}. 


(b) mme(f(x), g(x)) = p (2) --- pr (x), onde 9, = max{a;, Bi). 
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